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1 Johdanto 
 
Tässä tutkimuksessa käsitellään matematiikan kielentämistä ja sen hyödyntämistä matematiikan 
yliopisto-opinnoissa. Kielentämisellä tarkoitetaan matemaattisen ajattelun kuvaamista sanallises-
ti sekä kuvien ja symbolien avulla. Tutkielman keskeistä sisältöä ovat kielentämistehtävät ja nii-
den suhde kurssimenestykseen. Tavoitteena on myös selvittää, mitä matematiikan opiskeluun 
liittyviä ongelmia kielentämistehtävien avulla voidaan havaita. 
 
Kiinnostuin matematiikan ja kielen yhteydestä havaittuani opinnoissani, että minulle hyvin luon-
tainen tapa hahmottaa matematiikkaa ja ratkoa matemaattisia ongelmia – erityisesti kirjoittamalla 
äidinkieltäni hyväksi käyttäen – olikin joillekin muille matematiikan opiskelijoille outoa ja han-
kalaa. Toisaalta olin kuitenkin erityisesti omien opintojeni alkuvaiheessa tuntenut oloni varsin 
taitamattomaksi, sillä en osannut lukea ”matematiikaksi” kirjoitettuja tiiviitä oppimateriaaleja ja 
löytää niistä olennaisia sisältöjä. Tulevana opettajana aloin pohtia, voisiko kieltä ja matematiik-
kaa yhdistämällä saada usein vaikeaksi koetusta matematiikasta helpommin lähestyttävää, ja 
toisaalta sitä, miten itse voisin tulevassa työssäni parhaiten hyödyntää luonnollista kieltä ja tukea 
siten oppilaideni oppimisprosessia. 
 
Kirjallisen kielentämisen suomalainen tutkimus on vielä suhteellisen nuorta. Suomenkielisessä 
kirjallisuudessa kielentämistä on tutkinut erityisesti Jorma Joutsenlahti, ja viime vuosina aiheesta 
on tehty myös jonkin verran opinnäytetöitä (esim. Mäcklin ja Nikula (2010), Kari (2013) sekä 
Sarikka (2014)). Tutkimus on painottunut toistaiseksi peruskouluun ja lukioon, mikä vaikutti 
osaltaan siihen, että valitsin oman tutkimukseni kontekstiksi matematiikan yliopisto-opinnot. 
 
Tutkimuksen teoreettista viitekehystä kuvataan luvussa 2, jossa perehdytään matemaattiseen 
ajatteluun ja matematiikan yliopisto-opintojen alkuvaiheen vaikeuksiin, pohditaan matematiikan 
ja kielten yhtäläisyyksiä sekä esitellään tarkemmin kielentämistä. Luvussa 3 kuvataan tutkimuk-
sen käytännön toteutusta ja luvussa 4 esitellään tutkimustulokset. Tutkimuksen luotettavuutta 
arvioidaan luvussa 5. Lopuksi luvussa 6 pohditaan saatuja tutkimustuloksia.  
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2 Matematiikka ja kieli 
 
Tässä luvussa tutustutaan matematiikan ja luonnollisen kielen välisen yhteyden teoreettiseen 
taustaan. Luvussa käsitellään matemaattisen ajattelun määritelmiä ja pohditaan, voidaanko ma-
tematiikkaa kutsua kieleksi. Lisäksi tarkastellaan matematiikan yliopisto-opinnot aloittavien 
opiskelijoiden kohtaamia vaikeuksia. Luvun kolmannessa osassa perehdytään kielentämiseen ja 
sitä käsittelevään aiempaan tutkimukseen. 
 
2.1 Matematiikan opiskelu 
 
Koska kielentäminen on lyhyesti määriteltynä matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen avul-
la, täytyy aivan ensiksi pohtia sitä, mitä matemaattinen ajattelu oikeastaan on ja millaisia tietoja 
ja taitoja matematiikan opinnoissa pyritään kehittämään. Lisäksi tässä osiossa käsitellään lukion 
ja yliopiston välistä niin kutsuttua matematiikkakuilua ja matematiikan opintoihin liittyviä vai-
keuksia. 
 
2.1.1 Matemaattinen ajattelu 
 
Käsitteenä matemaattinen ajattelu on vakiintuneessa käytössä, mutta sen määrittely on vaikeaa ja 
eri tutkijoiden esittämät määritelmät poikkeavat toisistaan selkeästi (Sternberg, 1996). Tämä joh-
tuu siitä, että matemaattista ajattelua voidaan tarkastella hyvin erilaisista näkökulmista. Joutsen-
lahti (2005, 51) mainitsee tarkastelun mahdollisiksi lähtökohdiksi mm. opiskelijaa ympäröivän 
kulttuurin, opiskelijan ongelmanratkaisutaidon, taidon prosessoida informaatiota, matemaattiset 
kyvyt ja opiskelijan uskomukset. 
 
Yrjönsuuri (2004, 117–118) jakaa matemaattisen ajattelun kahteen osaan: algoritmiseen ja ref-
lektoivaan ajatteluun. Hänen mukaansa algoritminen ajattelu on taitotietoa, joka antaa välineet 
tehtävien ratkaisuun; sen avulla valitaan esimerkiksi käytettävä laskutapa tai ratkaisumalli. Algo-
ritmista ajattelua on myös sanallisen ja symboliesityksen välinen tulkkaaminen (Yrjönsuuri, 
2004). 
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Reflektoiva ajattelu puolestaan on Yrjönsuuren mukaan oivalluksiin johtavaa pohdiskelemista, 
”älyllistä leikkiä”. Esimerkkinä ajattelutapojen eroista Yrjönsuuri esittää luvut: lukujen merkit-
seminen on algoritmisen ajattelun tulos, lukualueiden laajentaminen puolestaan reflektoivan ajat-
telun tuote. Esimerkiksi yhtälölle 𝑥! − 2 = 0 etsittiin algoritmimaisesti mahdollisimman tarkkaa 
likiarvoa, kunnes reflektoivan ajattelun kautta keksittiin ottaa käyttöön irrationaaliluvut, jolloin 
ratkaisu tulee muotoon 𝑥 = ± 2 (Yrjönsuuri, 2004). 
 
Joutsenlahti (2005, 66) puolestaan katsoo matemaattisen ajattelun olevan matemaattisten tietojen 
prosessointia, jota ohjaavat yksilön metakognitiot: asenteet, uskomukset, tiedot ja taidot. Mate-
maattiset tiedot jaetaan usein kahteen tyyppiin: proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon 
(Hiebert & Lefevre, 1986). Proseduraalinen eli menetelmätieto tarkoittaa kykyä käyttää sääntöjä 
ja algoritmeja, eikä välttämättä edellytä tietoista ymmärtämistä (Hiebert & Lefevre, 1986). Me-
netelmätietoa hallitseva oppilas siis osaa suorittaa jonkin laskurutiinin, esimerkiksi laskea määrä-
tyn integraalin saaman arvon. Konseptuaalisessa eli käsitteellisessä tiedossa käsitteiden väliset 
suhteet nousevat yhtä tärkeiksi kun käsitteiden sisältö itsessään (Hiebert & Lefevre, 1986). Lep-
päaho (2007) kuvaa konseptuaalista tietoa tietoverkkona, jota oppilas käyttää ja rakentaa tietoi-
sesti. Konseptuaalista tietoa omaava oppilas hahmottaa esimerkiksi sen, miten määrätty integraa-
li eroaa määräämättömästä, millainen on sen graafinen esitys sekä mikä on integraalin yhteys 
derivaattaan. 
 
Kaikkea matemaattista tietoa ei Joutsenlahden (2005, 89) mukaan voida jakaa konseptuaaliseen 
ja proseduraaliseen tietoon, ja tiedon kolmanneksi osa-alueeksi Joutsenlahti määrittelee strategia-
tiedon. Strategioiden avulla ohjaillaan ja hallitaan kognitiivisia prosesseja, matematiikan tapauk-
sessa käsitteiden, lauseiden ja algoritmien käyttöä (Joutsenlahti, 2005). Strategiatiedon avulla 
oppilas osaa valita käytännön matemaattiseen ongelmaan sopivan ratkaisuperiaatteen sekä rat-
kaisemisessa käytettävät menetelmät. 
 
David Tallin (2004) mukaan matemaattista tietoa rakennetaan kolmessa eri ”maailmassa”, joita 
voidaan pitää kolmena näkökulmana matemaattiseen ajatteluun ja sen kehittymiseen. Nämä maa-
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ilmat ovat käsitteellis-ruumiillinen (conceptual-embodied), proseptuaalis-symbolinen (proceptu-
al-symbolic) ja aksiomaattis-formaali (axiomatic-formal) maailma. 
 
Tallin ensimmäinen eli käsitteellis-ruumillinen maailma perustuu aistein havaittaville tai kuvitel-
tavissa oleville asioille. Tähän maailmaan sisältyvät mielikuvat sekä reaalimaailman olioista ja 
esineistä että sellaisista käsitteistä, jotka eivät ole olemassa reaalimaailmassa, mutta joita voidaan 
hahmottaa visuospatiaalisesti (esimerkiksi suoran käsite) (Tall, 2004). 
 
Toisessa, proseptuaalis-symbolisessa maailmassa siirrytään symboleita apuna käyttäen toimin-
nasta käsitteisiin. Esimerkiksi laskutoimitussymboleilla on Tallin mukaan kaksoismerkitys: 5+4 
voidaan tulkita joko yhteenlaskuna (toiminta eli prosessi) tai summana (käsite eli konsepti). 
Maailman nimessä esiintyvä sana prosepti on yhdistelmä sanoista prosessi ja konsepti, ja nimi 
viittaakin siirtymiseen näiden välillä.  
 
Aksiomaattis-formaali maailma perustuu formaalisti määriteltäviin ominaisuuksiin, joiden avulla 
määritellään matemaattisia rakenteita. Tässä maailmassa voidaan tunnettujen ominaisuuksien ja 
aksioomien perusteella johtaa uusia käsitteitä ja päätellä muita ominaisuuksia. (Tall, 2004.) 
 
Koulumatematiikassa ensimmäinen ja toinen maailma kulkevat Tallin mukaan pitkälti käsi kä-
dessä. Matematiikan opiskelu aloitetaan ensimmäisestä maailmasta, havainnoimisesta, luokitte-
lusta ja mittaamisesta, ja näiden rutinoiduttua aletaan harjoitella symbolien käyttöä. Siirtymä 
kolmanteen maailmaan rakentuu kahdesta ensimmäisestä saatujen kokemusten varaan. (Tall, 
2008.) Yksilöt myös etenevät maailmojen läpi hyvin eri tahtiin ja erilaisia reittejä pitkin (Tall, 
2004). 
 
2.1.2 Matematiikkakuilu 
 
Siirtyessään lukiosta opiskelemaan yliopistomatematiikkaa opiskelija joutuu loikkaamaan niin 
kutsutun matematiikkakuilun yli. Nimityksellä tarkoitetaan lukio- ja yliopistomatematiikan välis-
tä eroa, joka voi opiskelijasta tuntua hyvinkin suurelta. Lukiossa matematiikka on vielä suurelta 
osin mekaanista laskemista, jossa usein riittää tilanteeseen sopivan kaavan tai valmiiksi opetetun 
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laskutavan löytäminen ja käyttäminen, kun taas yliopistossa matematiikassa on paljon todistus-
tehtäviä, jotka vaativat yhteyksien muodostamista ja syvällisempää matemaattista ymmärrystä. 
Nardi (1996, s. 27, 278) kuvaa tätä siirtymänä epäformaalista, empiirisestä ja konkreettisesta 
ajattelusta formaalin ja abstraktin ajattelun maailmaan. Tällöin opiskelijan tulisi omaksua koko-
naan uudenlainen tapa ajatella ja toimia opiskellessaan matematiikkaa (Hoyles, Newman & 
Noss, 2001). Tämä voi Nardin (1996) mukaan johtaa hämmennykseen, sillä opiskelija voi ottaa 
liian kirjaimellisesti kehotuksen hylätä koulumatematiikassa käyttämänsä ajattelu ja tukeutua 
tiukasti matemaattiseen formalismiin. Tällöin hän alkaa suhtautua epäillen koulumatematiikan 
oikeellisuuteen ylipäänsä sekä intuitioon matemaattisen oivalluksen välineenä, ja saattaa vältellä 
esimerkiksi tehtävän ratkaisun etsimistä aluksi arvaamalla, koska se ei istu hänen käsitykseensä 
perusteellisuuden ja täsmällisyyden vaatimuksesta (Nardi, 1996). 
 
Yliopistomatematiikan alkuvaiheen vaikeuksien muina syinä voidaan mainita puutteet mate-
maattisessa ajattelussa, heikot laskutaidot sekä motivaation ja sisun puute (Hoyles ym., 2001). 
Pohjolainen ja kumppanit (2006) toteavat yliopisto-opinnot aloittavien opiskelijoiden matematii-
kan osaamisen heikentyneen aiempaan verrattuna. Iso-Britanniassa tehdyssä tutkimuksessa eri-
tyisesti lyhyen matematiikan (single A-level) lukeneet tunsivat pärjäävänsä heikommin pitkän 
matematiikan (double A-level, Further Mathematics) suorittaneisiin verrattuna, ja eräs opiskelija 
totesi että olisi helpompaa kysyä neuvoa perusasioihinkin, jos ei kokisi olevansa ryhmän ainoa 
joka kyselee eikä ymmärrä (Hoyles ym., 2001). Jos taas opiskelija kysymyksistä huolimatta ei 
tunne saavansa apua ongelmiinsa, johtaa se helposti luottamuksen menetykseen omaa osaamista 
kohtaan, turhautumiseen ja lopulta koko oppimisprosessista vetäytymiseen (Tobias, 1995). 
 
Eräs tärkeä matematiikan opinnoissa menestymiseen liittyvä tekijä on käsitys itsestä matematii-
kan oppijana ja osaajana (Bandura, 1993), sekä matematiikkaan liittyvät uskomukset. Usein kuu-
lee sanottavan, että jollakulla joko on matikkapäätä tai sitten ei, ja ajatellaan, että matematiikan 
osaaminen johtuu synnynnäisestä lahjakkuudesta. Väisäsen ja Ylösen (2004) tutkimuksessa to-
dettiin, että huono menestys tilastotieteen kurssilla yhdistyi kielteiseen käsitykseen itsestä mate-
matiikan oppijana, pelkoihin ainetta kohtaan sekä heikkoon opiskelumotivaatioon. Vastaavasti 
samassa tutkimuksessa nähtiin positiivisten matematiikkakäsitysten korreloivan hyvän menes-
tyksen kanssa.  
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Entistä harvempi opiskelijoista on myöskään kiinnostunut matematiikasta matematiikan itsensä 
vuoksi, vaan se nähdään Hoylesin ja kumppaneiden (2001) mukaan pikemminkin muilla aloilla 
käyttökelpoisena työkaluna. Heidän mukaansa matematiikan opinnot ovat aiempaa houkuttele-
vampi vaihtoehto, sillä ne avaavat ovia työelämässä, mutta toisaalta tämä aiheuttaa ristiriitaisia 
odotuksia opettajien ja opiskelijoiden välille. Hoyles ja kumppanit kuvaavat opettajien olevan 
edelleen pääasiassa matematiikasta tieteenalana kiinnostuneita henkilöitä, ja heidän opetuksensa 
ei kohtaa opiskelijoiden urakeskeisempää mielenkiintoa. Opiskelijat eivät esimerkiksi ymmärrä 
mitä hyötyä on todistamisesta, joka on heille muutenkin vaikeaa. Toinen mahdollinen ristiriita 
aiheutuu opiskelijoiden taustasta: lyhyen matematiikan lukiossa opiskelleet kokevat ongelmaksi 
erityisesti sisältöosaamisen puutteen ja he myös tuntevat olevansa selvästi heikommilla pitkän 
matematiikan lukeneisiin verrattuna, kun taas opettajia kiinnostaa enemmän matemaattisen ajat-
telun ja perusteellisuuden kehittäminen, eivätkä he näe niin suurta eroa näiden ryhmien välillä 
(Hoyles ym., 2001). 
 
Matematiikkakuilua voidaan pyrkiä kuromaan kiinni sekä toisen että kolmannen asteen koulu-
tuksessa. Joissain lukioissa on mahdollista suorittaa sekä yliopistomatematiikan opintoja että 
niihin valmistavia kursseja. Erityisesti teknillisissä yliopistoissa on panostettu opiskelijoiden 
osaamisen saamiseen tarvittavalle tasolle erilaisilla tukitoimilla, kuten matematiikkajumpalla, 
perustaitotesteillä, matematiikkaklinikoilla ja hyödyntämällä sosiaalista mediaa (Vainio, 2013). 
Helsingin yliopisto tarjoaa matematiikan opintojensa alussa oleville kursseja Johdatus yliopisto-
matematiikkaan, Matematiikka tutuksi ja Lukiomatematiikan kertauskurssi. Opiskelijoiden kyn-
nystä pyytää apua tehtävien ratkaisemiseen on madallettu esimerkiksi järjestämällä laitoksen 
käytävä työskentelytilaksi, jossa on mahdollista istahtaa alas tekemään tehtäviä, ja jossa on saa-
tavilla apua ohjaajina toimivilta laitoksen opettajilta ja vanhemmilta opiskelijoilta. Lisäksi eten-
kin alkuvaiheen kursseilla hyödynnetään nykyään tehostetun kisällioppimisen menetelmää, jonka 
tavoitteena on nostaa tekemällä oppiminen perinteistä luento-opetusta tärkeämmäksi (Hautala 
ym., 2012; Vikberg ym., 2015). 
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2.2 Matematiikan kieli 
 
Matematiikkaa kutsutaan toisinaan universaaliksi kieleksi. Sille ovat ominaisia symbolit ja mer-
kinnät, joiden avulla matemaattista tekstiä on suhteellisen helppo ymmärtää, vaikka se olisi kir-
joitettu muulla kuin omalla äidinkielellä. Mutta onko matematiikka kieli? Tossavainen (2007) 
toteaa matematiikasta löytyvän useita kielenkaltaisia piirteitä. Matematiikalla on oma, vakiintu-
nut sanastonsa ja arkikielestä poikkeavia lauserakenteita. Tiettyjä sanoja esiintyy sekä matemaat-
tisessa kontekstissa että arkikielessä, mutta tyypillisesti sanan merkitys on eri kontekstissa hyvin 
erilainen. Esimerkiksi sanalla negatiivinen viitataan matemaattisessa kielenkäytössä nollaa pie-
nempiin lukuihin, mutta arkikielessä negatiivinen ihminen ei suinkaan ole miinusmerkkinen, 
vaan asioihin kielteisesti suhtautuva. Muita tällaisia, jo koulumatematiikasta tuttuja sanoja ovat 
esimerkiksi suora ja diskreetti. Yliopistotason matematiikassa tämäntyyppisiä sanoja tulee vas-
taan lisää. Kunta voi kontekstista riippuen tarkoittaa hallinnollista yksikköä tai tietynlaista algeb-
rallista rakennetta. Myös vaikkapa rengas ja yksiö tarkoittavat matematiikassa aivan eri asioita 
kuin arkikielessä. Hersh (1997) huomauttaa, että matemaattiseen kontekstiin tottunut opettaja ei 
välttämättä edes huomaa tällaista kielen epäjohdonmukaisuutta, mutta oppilasta se saattaa hämä-
tä. Matematiikka merkintöineen on myös jatkuvassa kehityksessä: uusia sanoja ja merkintöjä 
otetaan käyttöön, ja samaakin asiaa voidaan merkitä eri tavoin tai kutsua eri nimillä. Esimerkiksi 
vektorin a eri merkintätapoja ovat lihavointi (a), nuoli yläpuolella (𝑎) sekä viiva yläpuolella (𝑎). 
Lisäksi yksilön tapa ilmaista matemaattisia ajatuksiaan riippuu siitä, missä kontekstissa ja kenel-
le hän niitä pyrkii viestimään. Kaikki edellä mainitut piirteet ovat tyypillisiä kielille (Tossavai-
nen, 2007).  
 
Wagnerin (2009) mukaan matematiikkaa voidaan pitää kielenä, koska ymmärtäminen on eräs 
kielen tärkeistä elementeistä. Matematiikkaa ymmärretään hänen mukaansa kulttuurista riippu-
matta, sillä kaikki ihmiset pyrkivät hahmottamaan ja ymmärtämään luonnon säännönmukaisuuk-
sia. Wagner huomauttaa myös, että toteuttaessaan ”omaa matematiikkaansa” (vastakohtana ul-
kopuolelta määrätyille matematiikan käsitteille), tutkiessaan ja havainnoidessaan säännönmukai-
suuksia ja ratkaistessaan ongelmia, yksilö käyttää matematiikan kieltä elävästi ja luovasti, keksi-
en ja kokeillen tarpeen mukaan esimerkiksi omia käsitteitä. Usiskin (1996) löytää lukuisia yhtä-
läisyyksiä matematiikan ja muiden kielten välille: niitä käytetään kirjallisesti ja suullisesti, for-
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maalisti ja epäformaalisti; niiden tärkeimpiä tavoitteita on kommunikaatio ja ne sekä kuvaavat 
käsitteitä että auttavat hahmottamaan niitä. Krussel (1998) puolestaan toteaa, että matematiikalla 
on oma kieli- ja lauseoppinsa, jolloin sitä ei voida pitää pelkästään jonkin olemassa olevan kielen 
laajennuksena. 
 
Tutkijat ovat yksimielisiä siitä, että matematiikassa on paljon kielellisiä elementtejä. Kaikki eivät 
kuitenkaan kutsuisi matematiikkaa varsinaiseksi kieleksi. Esimerkiksi Hersh (1997) käyttää ni-
mitystä “lingo” sanan “language” sijasta, sillä mitä tahansa ajatusta ei voida kommunikoida ma-
tematiikan kielellä. On esimerkiksi mahdotonta sanoa “haluaisin lasillisen vettä”. Usiskin (1996) 
huomauttaa kuitenkin, että vaikka matematiikka onkin erityinen kielten joukossa, niin samalla 
tavoin muillakin kielillä on erityispiirteensä – esimerkiksi englannin kielessä ei ole sanoja sellai-
sille asioille joita ei ole tarvinnut ilmaista englanniksi. Usiskin määrittelee matematiikan olevan 
kieli, mutta hän toteaa myös, että puhuttaessa matematiikasta kielenä tarkoitetaan usein matema-
tiikan olevan kielen kaltainen.  
 
Matematiikan kielellä voidaan viitata myös matemaattiseen rekisteriin, eli luonnollisen kielen 
käyttöön matematiikan kontekstissa. Halliday (1978, 195) kuvaa kielen kehittymistä sen sosiaa-
listen käyttötapojen valikoiman laajentumisena: uuden rekisterin kehittäminen mahdollistaa uu-
desta asiasta kommunikoimisen. Hallidayn mukaan kielen rekisteri muodostuu merkityksistä ja 
perustelutavoista, sekä niistä sanoista ja rakenteista joilla kuvataan merkityksiä. Lee (2006) ku-
vaa matemaattista rekisteriä tavaksi käyttää mm. symboleita, erikoissanastoa, täsmällistä ilmai-
sua, formaaliutta ja kieliopillisia rakenteita siten, että ne muodostavat matemaattiseksi tunnistet-
tavia ilmaisutapoja.  
 
Joutsenlahti (2010) jakaa matematiikan tehtävien ratkaisuissa mahdollisesti esiintyvän kielen 
kolmeen osaan: luonnolliseen (eli ei-matemaattiseen) kieleen, matematiikan kieleen ja kuviokie-
leen. Kuten kuvasta 1 nähdään, nämä osa-alueet ovat osittain päällekkäisiä.  
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Kuva 1: Kielen kolmijako. Matematiikan kielen muodostavat matematiikan symbolikieli (MSK), 
matematiikan luonnollinen kieli (MLK) sekä matematiikan kuviokieli (MKK) (Joutsenlahti & 
Kulju, 2010). 
 
Kuvassa 1 esitettyyn matematiikan symbolikieleen kuuluvat laskulausekkeissa ja muussa mate-
maattisessa tekstissä käytettävät symbolit ja merkinnät. Matematiikan luonnollinen kieli käsittää 
matematiikassa käytettävät täsmälliset sanat ja ilmaukset, kuten matemaattisten käsitteiden ni-
met. Matematiikan kuviokieli puolestaan kattaa esimerkiksi geometriset kuviot, sekä muut kuvi-
ot joita voidaan hyödyntää matemaattisessa ilmaisussa. (Joutsenlahti, 2010.) 
 
Jamisonin (2000) mukaan matematiikka eroaa luonnollisista kielistä kolmella tavalla. Ensinnä-
kään matematiikka ei tunne aikamuotoja. Matematiikassa kaikki vain “on”, ilman menneisyyttä, 
nykyisyyttä tai tulevaisuutta. Toiseksi matemaattiseen esitykseen ei liity lainkaan tunnelatausta. 
Kolmanneksi matematiikan kieli on erittäin täsmällistä, ja luonnollisesta kielestä poiketen se ei 
sisällä piilomerkityksiä tai monitulkintaisuuksia.  
 
Eräs merkittävä ero matematiikan kielen ja luonnollisten kielten välillä on Usiskinin (1996) mu-
kaan myös se, että matematiikkaa opitaan yleensä ensisijaisesti kirjoitettuna, ei puhuttuna kiele-
nä. Usiskin huomauttaa myös, että tämän lisäksi matematiikkaa ei opita äidinkielenä, vaan lähin-
nä koulussa, joten sen sujuva oppiminen voi olla haastavaa. 
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Oppilaille matematiikan kielessä aiheuttaa ongelmia Jamisonin (2000) mukaan erityisesti kielen 
täsmällisyys. Luonnollista kieltä käyttäessään oppilaat ovat tottuneet etsimään piilomerkityksiä 
ja monitulkintaisuuksia, jolloin he yrittävät löytää niitä myös matemaattisesta tekstistä, minkä 
Jamison kirjoittaa johtavan tekstin merkityksen muuttumiseen ja sitä myöten väärinkäsityksiin. 
Toisen täsmällisyyteen liittyvän ongelman aiheuttaa Jamisonin mukaan se, että oppilaat eivät ole 
harjoitelleet täsmällisten ilmausten tuottamista tarpeeksi, eikä heillä välttämättä ole siihen tarvit-
tavaa kärsivällisyyttä. Oppilaiden oletetaan Jamisonin mukaan usein oppivan hallitsemaan ma-
temaattisen esityksen rakenteet ”osmoottisesti”, itsestään kirjojen ja oppituntien esimerkkien 
vaikutuksesta. Tutkimusten mukaan (ks. esim. Tossavainen, 2007) korkeakouluopiskelijoille 
tuottaa itse ongelmanratkaisua enemmän vaikeuksia kääntää ajattelussaan käyttämänsä kieli ma-
tematiikan kielelle (ja päinvastoin). Lee (2006) pohtiikin sitä, kannattaisiko matematiikkaa opet-
taa vieraan kielen tavoin, perehtyen tietoisesti sanoihin, kielioppiin ja matematiikan esitystraditi-
oihin. Usiskin (1996) kehottaa hyödyntämään myös äidinkielen opetuksesta saatuja kokemuksia. 
 
Oppilaan tulisi myös tiedostaa, että sanojen merkitykset voivat vaihdella riippuen kontekstista, ja 
pysyä selvillä siitä, missä rekisterissä milloinkin liikutaan. Lee (2006) antaa esimerkin rekiste-
rieroista: matematiikan tehtävässä voidaan kysyä, kuinka monta edestakaista matkaa hissin täy-
tyy tehdä kuljettaakseen joukko ihmisiä ylimpään kerrokseen, jos hissiin mahtuu kerrallaan tietty 
henkilömäärä. Vaikka tehtävän tilanne muistuttaa läheisesti todellisuutta, siinä ei oteta huomioon 
sitä, että tosielämässä osa ihmisistä saattaa kyllästyä odotteluun ja kiivetä rappuset.  
 
Kirjoitettuun matematiikkaan liittyy vahvoja ihanteita tiiviydestä ja täsmällisyydestä (Pimm, 
1987, 184), ja välillä törmääkin ajatukseen siitä, että vasta mahdollisimman tiivis symbolikieli-
nen esitystapa on oikeaa matemaattista tekstiä (Joutsenlahti, 2013). Kuitenkin tämä käsitys on 
virheellinen: Usiskin (1996) huomauttaa matemaattista sisältöä löytyvän hyvinkin arkipäiväisistä 
virkkeistä (esimerkiksi “Ehdin ensimmäisenä syömään ja otin kahdeksan lihapullaa.”), jolloin 
matematiikan mieltäminen pelkästään symbolikieleksi tai vain matemaatikkojen ymmärtämäksi 
salakieleksi vieraannuttaa sitä liikaa tutummista konteksteista.  Chronaki ja Christiansen (2005) 
puolestaan muistuttavat, että luonnollisen kielen tapaan myös matemaatikoiden ilmaisutavoissa 
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voidaan havaita yksilöllisiä ja kulttuurillisia eroja, jolloin ei voida sanoa, että jokin tietty esitys-
tyyli olisi ainoa oikea.  
 
Matematiikan kielen ihanteiden mukainen tiivis esitystapa tekee matemaattisesta tekstistä usein 
hankalaa luettavaa, erityisesti opiskelijalle jolla matemaattinen rekisteri ei ole vielä sujuvasti 
hallussa. Ei voida myöskään olettaa, että sujuvahko lukeminenkaan vielä takaisi käsitteellisen 
ymmärryksen (Robb, 2003 Adu-Gyamfin ym., 2010 mukaan). Lisäksi, kuten muitakin kieliä 
opiskeltaessa, valmiin tekstin ymmärtäminen on yleensä helpompaa kuin oman tekstin tuottami-
nen. Usiskinin (1996) mukaan toimiva keino matemaattisen rekisterin oppimiseen on antaa opis-
kelijoille mahdollisuus käyttää myös sellaisia symboleja ja käsitteitä joita he eivät vielä täysin 
hallitse. Joutsenlahti (2003) puolestaan kannustaa opettajia sallimaan oppilailtaan myös epäfor-
maalin kielenkäytön matematiikasta puhuttaessa, mikä tuo oppilaiden ajattelua parhaiten näky-
väksi opettajalle ja myös auttaa oppilaita jäsentämään omaa ajatteluaan epävarmaa formaalia 
ilmaisua varmemmin. Samalla asialla on Lee (2006), joka muistuttaa, etteivät matemaattinen 
rekisteri ja matematiikan konventionaalinen esitystapa ole suinkaan sama asia, ja että luokassa 
tulisi kyllä pyrkiä täsmälliseen ilmaisuun ja oikeiden termien käyttämiseen, mutta perinteistä 
persoonatonta ja tiivistä tyyliä ei ole tästä huolimatta pakko käyttää. Opettajan haasteena onkin 
onnistua käyttämään mahdollisimman oikeaa ja täsmällistä kieltä, joka on kuitenkin oppilaille 
ymmärrettävää. 
 
2.3 Matematiikan kielentäminen 
 
Matemaattisen ajattelun kielentäminen tarkoittaa Joutsenlahden (2003) mukaan oman matemaat-
tisen ajattelun esittämistä joko suullisesti tai kirjallisesti. Sanallisen kielen ohella kielentämiseen 
kuuluvat myös ilmeet, eleet, kuvat ja symbolit. Kielentämisen avulla henkilö saa sekä tehtyä 
omaa ajatteluaan näkyväksi muille, että jäsennettyä ja reflektoitua itse omaa ajatteluaan (Joutsen-
lahti, 2003). 
 
Matematiikan kielentämistä tapahtuu monenlaisissa tilanteissa: yksin ratkaisua paperille hahmot-
televa lukiolainen, todistuksen kulusta keskusteleva opiskelijaryhmä ja luokan edessä puhuva 
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opettaja käyttävät kaikki kielentämistä apunaan. Kielentävä henkilö kuvailee ja jäsentää mate-
maattista ajatteluaan käyttäen yhtä tai useampaa kuvassa 1 esitetyistä matemaattisen kielen la-
jeista, eli matematiikan luonnollista kieltä, matematiikan symbolikieltä ja matematiikan kuvio-
kieltä.  
 
Suullinen kielentäminen on varmasti jokaiselle peruskoulun käyneelle tuttua, koostuuhan suuri 
osa perinteisestä matematiikan opetuksesta siitä, että opettaja puhuen selittää opetettavaa asiaa. 
Näin ollen matematiikan opettajan on tärkeää kiinnittää huomiota siihen, millaista kieltä hän 
opettaessaan käyttää. Aloittelevana opettajana olen itse huomannut, että toisinaan on vaikeaa 
ilmaista itseään niin matemaattisen tarkasti kuin olisi suotavaa, saati löytää Leen (2006) vaatima 
tasapaino oppilaille ymmärrettävän ja kuitenkin täsmällisen kielenkäytön väliltä. Myös kirjalli-
nen kielentäminen on tietenkin opetustilanteessa vahvasti läsnä, mutta vaikkapa taulumuistiinpa-
not ovat tyypillisesti tiiviitä ja standardimallin (ks. s. 16) mukaisia, ja opettaja ilmaisee ajattelu-
aan laajemmin nimenomaan suullisesti. 
 
Erityisen ajankohtaista kielentäminen on nyt, kun ylioppilaskokeita uudistetaan. Jo symbolisten 
CAS-laskinten myötä mekaanisen laskurutiinin merkitys on vähentynyt, mikä osaltaan painottaa 
perustelutaitojen ja matemaattisten ideoiden ymmärtämisen tärkeyttä. Tulevassa sähköisessä 
ylioppilaskokeessa erityisesti soveltavissa ja tietojen yhdistelemistä vaativissa tehtävissä (YTL, 
2014) matematiikan kielen ymmärtäminen ja perustelujen kirjoittaminen lienevät myös tärkeässä 
roolissa. Myös yhä enemmän tiimityöskentelyyn painottuva työelämä myös matematiikan osaa-
jilta myös kykyä selittää työnsä sisältöä muille (Joutsenlahti, 2003). 
 
2.3.1 Kielentämisen hyödyt 
 
Kielentämisen hyödyt ovat varsin selkeät. Sen lisäksi että kielentäminen, esimerkiksi matemaat-
tisen käsitteen kuvaileminen omin sanoin tai tehtävän ratkaisuprosessin selittäminen, vaatii kie-
lentävää henkilöä itseään jäsentämään ja selkeyttämään ajatteluaan, auttaa se myös muita (Jout-
senlahti, 2003). Kun yksi oppilas selostaa koululuokassa sitä, miten hän ymmärtää jonkin käsit-
teen, luokan muilla oppilailla on Joutsenlahden mukaan tilaisuus vertailla ja reflektoida omaa 
tapaansa hahmottaa sama käsite. Parhaimmillaan päästään keskusteluun joka kehittää myös oppi-
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laiden argumentoinnin taitoja (Joutsenlahti, 2010). Taitava opettaja pystyy tällaisessa keskustelu-
tilanteessa lisäksi ohjaamaan oppilaidensa tapaa käyttää matematiikan kieltä (Lee, 2006; Tossa-
vainen, 2007). Lisäksi ajatteluprosessiin keskittyvät kielentämisharjoitukset voisivat olla eräs 
keino päästä eroon siitä oppilaille helposti syntyvästä ajatusmallista, että matematiikan osaami-
nen tarkoittaa ensisijaisesti nopeaa oikean vastauksen tuottamista (Toivola, 2014). 
 
Myös opettajalle on hyötyä sekä luokassa tapahtuvasta keskustelusta että erillisten kielentämis-
harjoitusten teettämisestä. Erityisesti jos opettaja rohkaisee myös epäformaalin kielen käyttämi-
seen, hän pääsee mahdollisimman lähelle oppilaan tapaa ymmärtää opetettavaa sisältöä ja pystyy 
havaitsemaan myös mahdollisia ongelmakohtia (Joutsenlahti 2003, 2009). Tämän perusteella hän 
voi suunnitella opetustaan sellaiseksi, että se vastaa oppilaiden tarpeisiin. 
 
2.3.2 Kirjallinen kielentäminen 
 
Kirjoittamisen yhdistäminen matematiikan tehtävien ratkaisemiseen on havaittu hyödylliseksi 
käytännöksi (Joutsenlahti, 2010; Morgan, 2001, 233–235). Kirjoitettuun ratkaisuun on helppo 
palata myöhemmin, ja sen vaiheiden tarkastelu ja tarpeen tullen muuttaminen edistävät oppimis-
ta. Selkeään esitystapaan pyrittäessä kirjallisen ratkaisun tuottaminen vaatii suullista esitystä 
huolellisempaa jäsentelyä, mikä voi kehittää oppilaan matemaattista ajattelua (Joutsenlahti, 
2010). Luonnollista ja matematiikan kieltä yhdistelevästä ratkaisusta tulee tekijänsä näköinen, 
jolloin oppilaan matematiikkakuva ja käsitys omasta matematiikan osaamisesta voivat Joutsen-
lahden mukaan parantua. Joutsenlahti arvelee, että erityisesti tämä hyödyttäisi niitä oppilaita, 
jotka ovat kielellisesti taitavia ja pitävät kielen käyttämisestä. Opettajan on puolestaan helpompi 
arvioida luonnollisella kielellä kirjoitettuja perusteluja sisältäviä ratkaisuja, sillä niistä usein nä-
kee pelkkää symbolikieltä sisältäviä ratkaisuja selkeämmin miten oppilas on ymmärtänyt tehtä-
vän ajatuksen (Morgan, 2001). 
 
Kielentämistehtävät voivat hyödyistään huolimatta olla oppilaille myös haastavia. Suurin osa 
kyllä kokee kielentämisen hyödylliseksi ajattelun jäsentämiskeinoksi, mutta kirjoittamalla tapah-
tuvaa kielentämistä pidetään työläänä työmuotona (Joutsenlahti, 2010). Joutsenlahden tutkimuk-
sessa oppilaat listasivat huonoiksi puoliksi esimerkiksi ratkaisujen pituuden ja aikaavievyyden. 
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Turhauttavaksi kirjallisen kielentämisen kokivat Joutsenlahden mukaan erityisesti ne oppilaat, 
joilla ei ole vaikeuksia ymmärtää ja ratkaista tehtäviä. Osalle taas tekstin tuottaminen sinänsä oli 
vaikeaa ja työlästä. Valtaosa tutkituista oppilaista kuitenkin piti kielentämistä hyödyllisenä työ-
tapana itselleen tai muille, ja piti sen opettamista tärkeänä (Joutsenlahti, 2010). 
 
2.3.3 Kirjallisen kielentämisen mallit 
 
Joutsenlahti (2009, 2010) on jaotellut sanallisten tehtävien kirjallisen kielentämisen viiteen pe-
rusmalliin. Näitä ovat standardi-, kertomus-, tiekartta-, päiväkirja- ja kommenttimalli. Näistä 
opiskelija voi valita itselleen sopivimman tai muodostaa oman tapansa poimimalla piirteitä eri 
malleista. Kielentämistapa on voinut kehittyä myös itsenäisesti, jolloin oppija voi käyttää malleja 
tukena kielentämistaitonsa kehittämisessä. Olennaista Joutsenlahden mukaan on tiedostaa se, että 
mikään malli ei ole toista oikeampi, vaan mallin sopivuus riippuu käyttäjästä ja käyttötilanteesta. 
Esitellään seuraavaksi Joutsenlahden kielentämismalleja tarkemmin. 
 
Standardimalli perustuu pelkän symbolikielen käyttöön, ja erityisesti peruskoulun oppikirjoissa 
sitä esiintyy paljon. Standardimallinen ratkaisu etenee kaavamaisesti lausekkeesta laskutoimitus-
ten kautta vastaukseen, eikä se tarjoa erityistä tukea ratkaisijan omalle ymmärrykselle tai ratkai-
sua lukevalle ulkopuoliselle. (Joutsenlahti, 2009.) 
 
Kertomusmallissa ratkaisija jäsentää ratkaisunsa etenemistä esimerkiksi väliotsikoiden ja kuvien 
avulla. Tällainen ratkaisu on vaivaton lukea läpi myös jälkikäteen, ja lisäksi sen avulla voi osoit-
taa ratkaisijan ymmärtäneen kaikki tekemänsä välivaiheet, tai vaihtoehtoisesti nähdä helposti, 
missä kohdissa on puutteita tai virheitä (Joutsenlahti, 2009). Lukion oppikirjoissa sanalliset esi-
merkkitehtävät noudattavat usein tätä mallia, ja lukiossa toteutetussa opetuskokeilussa (Joutsen-
lahti, 2010) kertomusmalli oli myös selvästi yleisin kielentämistehtävien ratkaisumalli. 
 
Tiekarttamallin mukaan tehdyssä ratkaisussa selostetaan ensin sanallisesti tehtävän ratkaisuperi-
aate, minkä jälkeen suoritetaan laskutoimitukset standardimallin mukaisesti. Näin lukija saa heti 
aluksi käsityksen siitä, mitä ratkaisussa tulee tapahtumaan, tai vastaavasti ratkaisija hahmottaa 
itselleen millä periaatteella aikoo ratkaista tehtävän. (Joutsenlahti, 2009.) 
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Päiväkirjamallia käyttävä ratkaisija saattaa edetä muuten standardimallin mukaan, mutta kohda-
tessaan ongelmia hän kirjoittaa tai piirtää ja siten selventää itselleen ratkaisun vaihetta. Tämän 
lähestymistavan ei ole tarkoitus tuottaa ulkopuoliselle lukijalle selkeästi etenevää ratkaisua, vaan 
auttaa ratkaisijaa itseään pääsemään eteenpäin hankalista kohdista. (Joutsenlahti, 2009.) 
 
Kommenttimalli muistuttaa monien opettajien käyttämää taulutyöskentelymallia, jossa sivu on 
jaettu kahteen sarakkeeseen, joista toiseen kirjataan laskutoimitukset symbolikielellä, ja vierei-
seen sarakkeeseen kirjoitetaan kunkin vaiheen kohdalle siihen liittyviä kommentteja ja perustelu-
ja (Joutsenlahti, 2010). 
 
Erilaiset tavat kielentää antavat oppijalle myös mahdollisuuden siihen, että tämän oma persoo-
nallinen tyyli näkyy ratkaisussa, toisin kuin käytettäessä standardimallia. Joutsenlahti (2010) 
arvelee, että tämä saattaa lisätä matematiikan motivoivuutta ja mielekkyyttä erityisesti niillä op-
pilailla, jotka ovat taitavia kielellisesti, mutta joiden itsetunto matematiikassa ei ole kovin vahva.  
 
2.3.4 Kielentämistehtävätyyppejä 
 
Tampereen teknillisessä yliopistossa ja Turun yliopistossa toteutettua kielentämisen tutkimusta 
varten luonnosteltiin kielentämismallien pohjalta neljä erilaista tehtävätyyppiä (Joutsenlahti ym. 
2013), jotka esitellään seuraavassa. 
 
Koodinvaihtotehtävässä symbolikielellä esitetty ratkaisu tai todistus tulee esittää luonnollisella 
kielellä, tai päinvastoin. Kyseessä on siis eräänlainen käännöstehtävä. Esimerkkejä tämäntyyppi-
sestä tehtävästä ovat tämän tutkimuksen ensimmäinen, kolmas ja neljäs kielentämistehtävä (s. 
24–26). 
 
Täydennystehtävässä annetaan puutteellinen ratkaisu, johon vastaajan tulee täydentää tarvittavat 
välivaiheet ja perustelut. Kuvassa 2 on esimerkki täydennystehtävästä. 
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Kuva 2: Esimerkki täydennystehtävästä (Joutsenlahti ym., 2013). Tämä tehtävä edustaa myös 
ratkaisusta tehtävä -tyyppiä. 
 
Virheen etsintä: Tehtävässä etsitään valmiista ratkaisusta virheelliset tai puutteelliset osat ja kor-
jataan ne. Kuvassa 3 on esitetty yksi esimerkki tästä tehtävätyypistä. 
 
 
Kuva 3: Virheen etsintä -tehtävä (Joutsenlahti ym., 2013). 
 
Ratkaisusta tehtävä: Valmiiksi annetun ratkaisun pohjalta tulee laatia mahdollinen tehtävänanto. 
Esimerkkejä tästä tehtävätyypistä ovat kuvan 2 esimerkkitehtävä ja tämän työn kielentämistehtä-
vä 4 (s. 26). 
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Näitä tehtävätyyppejä yhdistelemällä on mahdollista laatia hyvinkin erilaisia tehtävävariaatioita. 
Olennainen piirre näissä tehtävätyypeissä on se, että useimmiten tehtävän ratkaisija joutuu teke-
mään koodinvaihtoa matematiikan symbolikielen ja luonnollisen kielen (sekä mahdollisesti myös 
kuviokielen) välillä (Joutsenlahti ym., 2013). 
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3 Tutkimuksen toteutus 
 
Tässä luvussa esitellään aluksi tutkimuksen kontekstina oleva kurssi ja sen tavoitteet. Tämän 
jälkeen esitellään tutkimuskysymykset sekä kuvaillaan tutkittavaa aineistoa ja sen keräystapaa. 
Lopuksi käsitellään sitä, millaisilla menetelmillä kerättyä aineistoa on analysoitu. 
 
3.1 Konteksti 
 
Tutkimusaineisto kerättiin keväällä 2015 Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen kurssilla Johdatus yliopistomatematiikkaan. Viiden opintopisteen laajuinen ja yhden lu-
kukauden kestävä kurssi on pakollinen osa matematiikan perusopintoja, ja se on tarkoitus suorit-
taa opintojen alkuvaiheessa. Kurssin tarkoituksena on helpottaa siirtymistä lukiosta yliopistoma-
tematiikan pariin sekä tukea myöhempiä matematiikan opintoja. Kurssilla käsiteltävät asiat ovat 
useimmilla matematiikan kursseilla hyödyllisiä työkaluja, kuten joukkoihin liittyviä peruskäsit-
teitä, todistustekniikoita sekä relaatioita, kuvauksia ja niiden ominaisuuksia.  
 
Kurssin oppimistavoitteita kuvataan kahdella tavoitematriisilla, joista toinen kuvaa keskeisten 
asiasisältöjen osaamista, toinen yleisempiä matematiikan opiskeluun liittyviä perusvalmiuksia 
(taulukko 1). Näistä myös opiskelijat voivat tarkistaa, mitä heidän on tarkoitus oppia ja mitä tai-
toja he jo hallitsevat.   
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Taulukko 1:  Perusvalmiuksien tavoitematriisi (MTL, 2015). 
 
Perusvalmiuksien tavoitematriisia tarkasteltaessa käy selväksi, että kieleen, kielenkäyttöön ja 
viestintään on syytä kiinnittää kurssilla huomiota. Siksi Johdatus yliopistomatematiikkaan onkin 
varsin mielekäs kurssi tutkittavaksi kielentämisnäkökulmasta. 
 
Kurssilla sovelletaan tehostetun kisällioppimisen menetelmää. Kyseinen menetelmä on kehitetty 
Helsingin yliopiston tietojenkäsittelytieteen laitoksella, ja sitä on käytetty useilla matematiikan 
kandidaattivaiheen kursseilla vuodesta 2011 alkaen. Tehostetussa kisällioppimisessa keskeinen 
rooli on harjoitustehtävien tekemisellä, luento-opetusta on vähemmän kuin perinteisesti, ja opis-
kelijoille on järjestetty tiloja opiskeluun ja ryhmätyöskentelyyn sekä mahdollisuus saada henki-
lökohtaista ohjausta (Vikberg ym., 2015). Kielentämisen tutkimukseen tämä kurssi sopii hyvin 
siksikin, että kognitiivisen oppipoikamallin (johon tehostetun kisällioppimisen malli perustuu) 
tavoitteena on tehdä ajattelusta ja siihen liittyvistä prosesseista näkyviä (Collins ym., 1991). 
 
Syksyllä pidettävälle kurssille osallistuminen on rajattu matematiikan, tietojenkäsittelytieteen ja 
tilastotieteen pääaineopiskelijoihin, kevään kurssille voivat osallistua kaikkien aineiden pää-
aineopiskelijat. Koska tutkimus on toteutettu kevään kurssilla, kurssin osanottajista suuri osa on 
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matematiikkaa sivuaineena opiskelevia. Tutkittavalle kurssille ilmoittautui 174 opiskelijaa. Näis-
tä opiskelijoista matematiikan pääaineopiskelijoita oli 18 prosenttia, eli valtaosa ilmoittautuneis-
ta oli sivuaineopiskelijoita. Ilmoittautuneista sivuaineopiskelijoista suurin osa oli tietojenkäsitte-
lytieteen pääaineopiskelijoita, jotka muodostivat 32 % koko kurssin ilmoittautujamäärästä. Muut 
suuret sivuaineryhmät olivat kemia (13 %), fysiikka (8 %) ja kognitiotiede (5 %). Yksittäisiä 
opiskelijoita kurssille ilmoittautui hyvin laajalla pääaineskaalalla oikeustieteestä käsityötietee-
seen. 
 
Kurssin loppuarvosana määräytyi kahden välikokeen sekä harjoitustehtävistä saatavien lisäpis-
teiden perusteella. Kurssin kummastakin välikokeesta oli saatavilla maksimissaan 24 pistettä. 
Harjoitustehtäviä tekemällä saattoi ansaita enintään kahdeksan lisäpistettä, joilla sai korvattua 
koepisteitä. Kurssin maksimipistemäärä oli siis 48, mutta harjoitustehtäviä tekemällä saattoi saa-
da maksimimäärän ylittävät kokonaispisteet. Kurssin läpäisemiseen vaadittiin sekä yhteensä vä-
hintään 24 pistettä että ensimmäisestä välikokeesta vähintään kahdeksan pistettä ja toisesta väli-
kokeesta vähintään kuusi pistettä. Molempiin kokeisiin piti siis osallistua läpäistäkseen kurssin. 
 
3.2 Tutkimuksen tavoitteet ja tutkimuskysymykset 
 
Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella on viime vuosina panostettu ope-
tuksen kehittämiseen erityisesti tehostetun kisällioppimisen muodossa. Aiemmin oli havaittu, 
että vaikka opiskelijat pääsivät läpi alkuvaiheen kursseista, heille aiheutui myöhemmin ongelmia 
siitä, että he eivät olleet ymmärtäneet asioita syvällisesti (Hautala ym., 2012). Kuten aiemmin 
todettiin, kielentämisharjoittelu soveltuu mainiosti tukemaan kisällimetodin tavoitteita ja syväl-
listä ymmärtämistä. 
 
Tämän tutkimuksen tavoitteena on ensisijaisesti tutkia kielentämistä yliopistokontekstissa sinän-
sä, mutta osaltaan myös valottaa sitä, miten Joutsenlahden ja kumppaneiden (2013) kielentämis-
tehtävätyypit soveltuvat käyttöön muilla matematiikan osa-alueilla, ja miten kielentämisharjoitte-
lu istuu osaksi tehostettua kisälliopetusta. 
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Tutkimuksella pyritään vastaamaan seuraaviin tutkimuskysymyksiin:  
1. Miten yliopisto-opiskelijat suhtautuvat matematiikan kirjalliseen kielentämiseen työtapa-
na? 
2. Mitkä ovat tyypillisiä joukko-opin kielentämiseen liittyviä ongelmia aloittelevalla mate-
matiikan opiskelijalla? 
3. Onko kielentämistehtävissä menestymisellä yhteyttä kurssikokeissa menestymiseen? 
 
Näihin kysymyksiin pyritään vastaamaan opiskelijoilta kurssin aikana kerätyn aineiston avulla. 
Ensimmäistä kysymystä varten laadittiin kyselylomake, toisen kysymyksen vastausta etsittiin 
opiskelijoiden ratkaisemista kielentämistehtävistä, ja kolmanteen kysymykseen vastataan kielen-
tämistehtävien ja kurssin kokonaispisteiden avulla. Seuraavaksi esitellään tarkemmin tutkimuk-
sessa käytettyä aineistoa. 
 
3.3 Aineisto 
 
Kurssin viikoittaisten laskuharjoitusten yhteydessä opiskelijoille jaettiin neljällä viikolla kielen-
tämistehtävä, joka palautettiin muiden tehtävien mukana ja arvioitiin sekä matemaattisilla että 
ilmaisullisilla kriteereillä. Kaikkien kurssin tehtävien tekeminen oli vapaaehtoista, mutta niitä 
tekemällä oli mahdollista saada koepisteitä korvaavia lisäpisteitä. Kielentämistehtävistä opiskeli-
joille annettiin tavalliseen harjoitustehtävään nähden kaksinkertaiset pisteet, millä pyrittiin moti-
voimaan mahdollisimman moni opiskelija tekemään ja palauttamaan kielentämistehtäviä. Ajalli-
sesti kielentämistehtävät sijoittuivat kurssin ensimmäisten kuuden opetusviikon laskuharjoituk-
siin, ja niiden aiheet liittyivät joukkoihin sekä induktiotodistamiseen.  
 
Kurssin lopussa järjestetyn toisen välikokeen yhteydessä opiskelijoilta kartoitettiin lomake-
kyselyllä heidän matematiikan osaamiskokemustaan sekä suhtautumistaan kielentämiseen työta-
pana. Sekä kielentämistehtävät että loppukysely palautettiin nimettömänä, ja vastausten yksilöin-
tiin käytettiin jokaiselle opiskelijalle luotua kurssikoodia. Opiskelijoilta kerätyn aineiston lisäksi 
tutkijalla oli käytettävissä kurssin loppuarvioinnin tulokset. Tämän aineiston avulla pyritään vas-
taamaan edellä esitettyihin tutkimuskysymyksiin. 
 
  
 
24 
3.3.1 Tutkimusotos 
 
Lomakekyselyä lukuun ottamatta tutkittava aineisto muodostuu opiskelijoiden palauttamista kie-
lentämistehtävistä. Vähintään yhden tehtävän palautti 79 opiskelijaa. Näistä opiskelijoista 22 % 
oli matematiikan pääaineopiskelijoita ja 22 % tietojenkäsittelytieteilijöitä. Tutkittavista 16 % 
opiskeli kemiaa, 11 % fysiikkaa ja 8 % kognitiotiedettä.  
 
3.3.2 Kielentämistehtävät 
 
Kielentämistehtävät laati allekirjoittanut kurssin vanhojen harjoitustehtävien pohjalta. Vanhoihin 
tehtäviin sovellettiin Joutsenlahden ja kumppaneiden (2013) kehittämiä kielentämistehtävätyyp-
pejä. Jokaisen tehtävän yhteydessä kartoitettiin myös opiskelijoiden osallistumista ohjaukseen 
kysymyksellä ”Keskustelitko ohjaajan kanssa tästä tehtävästä?”. Tämä kysymys esitettiin tehtä-
vän (b)- tai (c)-kohdassa. Esitellään seuraavaksi kurssilla teetetyt kielentämistehtävät.  
 
Tehtävä 1 
 
Kuva 4: Kielentämistehtävä 1. 
 
Ensimmäinen tehtävä (kuva 4) on puhdas koodinvaihtotehtävä symbolikielestä luonnolliseen 
kieleen. Vastaaja joutuu pohtimaan erilaisten joukkojen merkintätapoja sekä sitä, miten ne voisi 
ilmaista luonnollisella kielellä. 
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Tehtävä 2 
 
Kuva 5: Kielentämistehtävä 2. 
 
Toinen tehtävä (kuva 5) on tyypiltään täydennystehtävä. Vastaajan tulee täydentää induktiotodis-
tuksen puuttuvat välivaiheet sekä lisätä tarvittavat perustelut, jotta todistuksen eteneminen on 
ulkopuolisenkin lukijan ymmärrettävissä. 
 
Tehtävä 3 
 
Kuva 6: Kielentämistehtävä 3. 
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Kolmanteen kielentämistehtävään (kuva 6) sisältyy sekä koodinvaihtoa symbolikieleltä luonnol-
liselle kielelle että välivaiheiden täydentämistä. Kohdan (a) symbolikielinen lause on jo hieman 
monimutkaisempi käännettävä kuin esimerkiksi tehtävän 1 lauseet. Tehtävän (b)-kohta puoles-
taan on hyvin samantyyppinen tehtävä kuin tehtävä 2, mutta tällä kertaa tarkoitus on osoittaa 
kaksi joukkoa samaksi.  
 
Tehtävä 4 
 
Kuva 7: Kielentämistehtävä 4. 
 
Neljännessä kielentämistehtävässä (kuva 7) yhdistyy kaksi tehtävätyyppiä: koodinvaihto ja rat-
kaisusta tehtävä. Koodinvaihto tapahtuu tällä kertaa matematiikan luonnolliselta kieleltä symbo-
likielelle. Todistuksen uudelleenkirjoittamisen lisäksi vastaajan pitää laatia tehtävänanto, johon 
annettu todistus sopii ratkaisuksi. Tähän sisältyy olennaisten tietojen, kuten alkuoletusten ja to-
distettavan väitteen, poimiminen todistuksesta ja niiden muotoilu tehtävänantomaiseen muotoon. 
 
3.3.3 Kyselylomake 
 
Kyselylomakkeen lähtökohtana käytettiin Sarikan (2014) diplomityössään käyttämää lomaketta, 
jota muokattiin vastaamaan paremmin tämän tutkimuksen ja kurssin tarpeita ja tavoitteita. Käy-
tetty kyselylomake löytyy liitteestä 1.  
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3.4 Kielentämistehtävien arviointi 
 
Kaikki kielentämistehtävät arvioitiin kirjallisen ilmaisun suhteen. Kriteerien laadinnassa hyö-
dynnettiin Lahdenperän (2015) pro graduaan varten laatimaa matematiikan kirjoittamisen kritee-
ristöä, mutta kriteerit laadittiin jokaista tehtävää varten erikseen, jotta ne sopisivat kyseisen teh-
tävän arviointiin mahdollisimman hyvin tehtävän erityispiirteet huomioiden. Taulukoissa 2–5 on 
esitetty kullekin tehtävälle laaditut ilmaisun arviointiohjeet. Kriteerit laadittiin jokaista tehtävää 
varten erikseen, eikä niissä pyritty yhdenmukaisuuteen esimerkiksi pistemäärissä. Arvioitavat 
vastaukset käsiteltiin tehtävä kerrallaan siten, että ensin laadittiin tehtävälle alustavat arviointi-
kriteerit, sitten arvioitiin muutama vastaus, muokattiin tarvittaessa arviointiohjeita ja tämän jäl-
keen pisteytettiin kaikki vastaukset. Tämän työjärjestyksen takia samansisältöiset kriteerit voivat 
olla eri tavoin muotoiltuja eri tehtävien kohdalla. 
 
Arvioinnin läpinäkyvyyden parantamiseksi ja arviointikriteerien selkeyttämiseksi kustakin tehtä-
västä esitellään muutama pisteytetty esimerkkivastaus. Kuviin on merkitty kriteerin numero ja 
sen perään kyseisestä kriteeristä saatu pistemäärä. Mikäli mahdollista, nämä tiedot on merkitty 
siihen kohtaan, jossa ne ilmenevät vastauksessa. Kaikkia kriteerejä ei voida yhdistää tiettyyn 
kohtaan vastausta, jolloin niistä saadut pisteet on merkitty kuvan alareunaan. Tehtävän 1 arvioin-
tikriteerit on esitetty taulukossa 2 ja siihen liittyvät esimerkkipisteytykset kuvissa 8–10. 
 
 
Tehtävä 1 
nro Kriteeri 
1 
Vastaaja käyttää kokonaisia, ymmärrettäviä 
ja kieliopillisesti oikeita virkkeitä. (1 p.) 
2 Vastaaja käyttää oikeita nimityksiä. (1 p.) 
3 Vastaaja käyttää vain tehtävänannon salli-mia merkintöjä. (1 p.) 
4 Väitteen informaatio välittyy täsmällisesti vastauksesta. (1 p.) 
5 Vastaaja mainitsee ii-kohdassa neljällä jaol-lisuuden. (1 p.) 
Taulukko 2: Tehtävän 1 arviointikriteerit. 
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Kuva 8:  Opiskelija sai ilmaisun arvioinnissa täydet 5/5 pistettä tehtävästä 1. Kuvassa on esitetty 
kunkin kriteerin numero ja sen perässä opiskelijan kyseisestä kriteeristä saama pistemäärä. 
 
 
Kuva 9: Opiskelija sai ilmaisun arvioinnissa 3/5 pistettä tehtävästä 1.  
 
 
4: 0p 
5: 0p 
1: 1p 2: 1p 3: 1p 
5: 1p 
1: 1p 2: 1p 3: 1p 4: 1p 
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Kuva 10: Opiskelija sai ilmaisun arvioinnissa 2/5 pistettä tehtävästä 1. 
 
 
Tehtävä 2 
nro Kriteeri Tarkennuksia 
1 Vastaukseen sisältyy sanallista selitystä.  (2 p.) 
Lyhyet kommentit 1 p., paljon sanal-
lista selitystä 2 p. 
2 Vastaaja käyttää kokonaisia, ymmärrettäviä ja kieliopillisesti oikeita virkkeitä. (2 p.) 
Jos sanoja korvattu symboleilla taval-
lisessa tekstissä max. 1 p. 
3 Vastaaja käyttää oikeita merkintöjä ja nimityk-siä. (2 p.) 
 
4 
Vastaaja sisällyttää käyttämänsä kaavat ja yhtä-
löt virkkeiden sisälle, tai johdattelee muuten 
symbolikielisiin osioihin sanallisesti. (1 p.) 
Symbolikieliset osiot luonteva osa 
ratkaisua, eivät irrallisia. 
6 Vastaaja esittää johtopäätöksensä sanallisesti. (1 p.) 
 
Taulukko 3: Tehtävän 2 arviointikriteerit. 
 
Tehtävän 2 arviointikriteerit on esitetty taulukossa 3, ja pisteytysesimerkkejä esitellään kuvissa 
11 ja 12. 
3: 0p 4: 0p 
5: 0p 
1: 1p 2: 1p 
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Kuva 11: Opiskelija sai täydet 8/8 ilmaisupistettä tehtävästä 2. 
 
1: 2p 2: 2p 3: 2p 4: 1p 
5: 1p 
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Kuva 12: Opiskelija sai 5/8 ilmaisupistettä tehtävästä 2. 
 
 
1: 1p 2: 1p 3: 2p 
5: 1p 
4: 0p 
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Tehtävä 3 
nro Kriteeri Tarkennuksia 
1 Vastaaja käyttää virheellisiä termejä tai ilmaisuja. (-1 p.) 
Hyväksytään oikean sanan johdok-
set, esim. yhdistetty, poistettu.  
2 Vastaus on merkki merkiltä kirjoitettu suora käännös. (-2 p.) 
 
3 
Sanan ”tai” virheellinen käyttö yhdisteen 
merkin tilalla. (-1 p.) 
(a)-kohta: max. 3 p. Jos kaikki vä-
hennyksiä aiheuttavat elementit 
(kriteerit 1–3) samassa vastaukses-
sa, 0 p. 
4 Vastaaja kirjoittaa kokonaisia ja ymmär-rettäviä lauseita. (1 p.) 
 
5 
Vastaaja sisällyttää käyttämänsä symbo-
likieliset merkinnät virkkeiden sisälle. (1 
p.) 
 
6 Kaikki todistuksen aukot on täytetty.  (2 p.) 
 
7 Vastaaja esittää kokonaisuudesta johto-päätöksen (1 p.) 
 
Taulukko 4: Tehtävän 3 arviointikriteerit 
 
Kolmannen tehtävän arviointikriteerit on esitetty taulukossa 4. Kriteerit 1–3 koskevat tehtävän 
(a)-kohtaa ja kriteerit 3–7 (b)-kohtaa. Tehtävän (a)-kohta on pisteytetty muista poikkeavalla ta-
valla. Muiden tehtävien arvostelussa käytettiin tapaa, jossa kustakin ratkaisussa läsnä olevasta 
elementistä sai pisteitä. Kyseiseen osatehtävään oli kuitenkin mahdollista vastata oikein useam-
malla eri tyyppisellä tavalla, joten pisteytystä oli helpompaa lähestyä lähtemällä virheettömän 
vastauksen täysistä pisteistä ja vähentämällä pisteitä tyypillisten virheiden mukaan laadittujen 
kriteerien (1–3) perusteella. Näin ollen a-kohdasta oli jaossa maksimissaan kolme pistettä. Nega-
tiivisia pisteitä ei kuitenkaan olisi annettu kaikkien vähennystenkään osuessa kohdalle, vaan täl-
löin a-kohdasta olisi annettu nolla pistettä. Vastauksissa ei tosin esiintynyt yhtään tapausta, jossa 
kaikki vähennykset olisi jouduttu tekemään. Kolmannen tehtävän pisteytystä on esitelty lisää 
kuvissa 13–14. 
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Kuva 13: Opiskelija sai ilmaisun arvioinnissa 6/8 pistettä tehtävästä 3. 
 
1: 0 p  2: -2p 3: 0p 
7: 1p 
4: 1p 5: 1p 6: 2p 
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Kuva 14: Opiskelija sai ilmaisun arvioinnissa 3/8 pistettä tehtävästä 3. 
 
 
Tehtävä 4 
nro Kriteeri Tarkennuksia 
1 Vastaaja muotoilee selkeän tehtävänan-non. (1 p.) 
Esim. ”osoita, että” -rakenne, antaa 
tehtävän.   
2 
Vastaaja käyttää oikeita merkintöjä.  
(2 p.) 
Yksittäiset virheet 1 p, paljon vir-
heitä tai todistuksen luonne muut-
tuu virheen takia 0 p. 
3 Vastaaja kirjoittaa kokonaisia ja ymmär-rettäviä lauseita. (1 p.) 
 
4 
Vastaaja käyttää symbolikieltä vain tar-
vittaessa. (1 p.) 
Vastauksessa ei pikakirjoitusmaista 
symbolien käyttöä (esim. => johto-
päätöksen edellä). 
Taulukko 5: Tehtävän 4 arviointikriteerit. 
 
Neljännen tehtävän arvioinnissa käytetyt kriteerit on esitetty taulukossa 5. Kuvissa 15 ja 16 esi-
tellään tehtävän 4 esimerkkiarviointeja. 
1: -1p 
3: -1p 
2: 0p 4: 0p 5: 1p 6: 1p 
7: 0p 
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Kuva 15: Opiskelija sai täydet 5/5 ilmaisupistettä tehtävästä 4. 
 
 
Kuva 16: Opiskelija sai 3/5 ilmaisupistettä tehtävästä 4. 
 
 
1: 1p 
2: 2p 3: 1p 4: 1p 
1: 1p 
3: 1p 4: 1p 
2: 0p 
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3.5 Aineiston analysointi 
 
Aineiston kokoamisessa ja analysoinnissa käytettiin Microsoft Excel -ohjelmaa ja sen analysoin-
tityökaluja. Määrällisen aineiston analysointimenetelmiä olivat keskiarvon, keskihajonnan ja 
mediaanin laskeminen, sekä riippuvuuksien tutkiminen Pearsonin korrelaatiokertoimen sekä p-
arvon avulla.  
 
Pearsonin korrelaatiokertoimella (r) kuvataan kahden muuttujan välistä lineaarista riippuvuutta. 
Korrelaatiokerroin voi saada arvoja välillä -1…+1. Kertoimen positiiviset arvot kuvaavat positii-
vista riippuvuutta ja negatiiviset arvot negatiivista riippuvuutta. Aineiston analysoinnissa korre-
laatiokerrointa on tulkittu taulukossa 6 esitetyn asteikon mukaan. 
 |𝑟| ≥ 0,8 erittäin korkea korrelaatio 0,6 ≤ |𝑟| < 0,8 korkea korrelaatio 0,4 ≤ |𝑟| < 0,6 kohtalainen korrelaatio 𝑟 < 0,4 heikko korrelaatio tai ei korrelaatiota 
Taulukko 6: Korrelaatiokertoimen tulkinta-asteikko (Metsämuuronen, 2011, 370–371). 
 
Korrelaatiokertoimen korkeakaan arvo ei välttämättä kuvasta tilastollista merkitsevyyttä, esimer-
kiksi silloin, kun otoskoko on pieni (Metsämuuronen, 2011, 372). Merkitsevyyttä voidaan kuvata 
niin sanotulla p-arvolla, jonka laskennassa huomioidaan otoskoko. Merkitsevyyttä kuvaava p-
arvo ilmaisee todennäköisyyden sille, että nollahypoteesi (mitattujen ilmiöiden välillä ei ole yh-
teyttä) hylätään virheellisesti (Metsämuuronen, 2011, 441). Arvon laskennassa käytetään yk-
sisuuntaista testiä silloin, kun on aihetta olettaa, että korrelaatio on joko positiivinen tai negatii-
vinen, ja kaksisuuntaista testiä silloin, kun ei ole tehty oletusta korrelaation positiivisuudesta tai 
negatiivisuudesta (Metsämuuronen, 2011, 578). Tässä tutkimuksessa on käytetty yksisuuntaista 
testiä, koska on todennäköisempää, että kielentämistehtävissä menestymisen ja koepisteiden vä-
linen korrelaatio on positiivinen kuin negatiivinen. Laskettujen p-arvojen tulkinnassa on käytetty 
taulukossa 7 esitettyjä merkitsevyystasoja. 
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𝑝 < 0,001 erittäin merkitsevä 𝑝 < 0,01 merkitsevä 𝑝 < 0,05 melkein merkitsevä 
Taulukko 7: Merkitsevyystasot p-arvon tulkinnassa (Metsämuuronen, 2011, 441). 
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4 Tulokset 
 
Tutkimusaineisto on koottu eri lähteistä: opiskelijoiden palauttamista kielentämistehtävien rat-
kaisuista, lomakekyselystä sekä kurssin loppuarvioinnin tuloksista. Tulokset käydään läpi osa-
alueittain. Aluksi käsitellään kielentämistehtäviin liittyvät tulokset ja sen jälkeen kyselylomak-
keeseen liittyvät tulokset. Lopuksi tarkastellaan sitä, vaikuttiko kielentämistehtävien tekeminen 
ja niissä menestyminen koemenestykseen.  
 
4.1 Kielentämistehtävät 
 
Tarkastellaan aluksi kielentämistehtävien pisteytyksestä saadut tulokset. Tarkastelussa kiinnite-
tään huomiota erityisesti vastaajien kirjallisesta ilmaisusta saamiin pisteisiin, ei vastausten ma-
temaattiseen sisältöön. 
 
4.1.1 Tehtävä 1 
 
Ensimmäisen kielentämistehtävän (kuva 17) palautti 68 opiskelijaa. Ilmaisupisteitä ensimmäises-
tä tehtävästä oli mahdollista saada enintään viisi. Opiskelijoiden saamien ilmaisupisteiden kes-
kiarvoksi tuli 3,46 (keskihajonta 1,26).  
 
 
Kuva 17: Kielentämistehtävä 1. 
 
Opiskelijoiden tehtävästä saamien yhteispisteiden jakautuminen on esitetty kuvassa 18. Pisteet 
jakautuvat melko tasaisesti, mutta kuitenkin pisteskaalan yläpäähän painottuen. 
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Kuva 18: Tehtävän 1 ilmaisupisteiden jakautuminen (n=68). 
 
Parhaiten hallittiin ymmärrettävien ja kieliopillisesti oikeiden virkkeiden kirjoittaminen, josta 
pisteitä sai 87 % vastaajista (kriteeri 1). Oikeiden termien käytön hallitsi 75 % opiskelijoista. 
Heikoimmin opiskelijat menestyivät väitteen sisältämän tiedon täsmällisessä esittämisessä, josta 
pisteitä sai 59 prosenttia vastaajista (kriteeri 4). Tässä kohdassa kiinnitettiin huomiota erilaisiin 
tulkinnanvaraisuuksiin ja epätäsmällisyyksiin, joita vastauksissa saattoi ilmetä. Myös ne vastauk-
set, joissa oli käytetty muuttujia x ja n määrittelemättä mitä niillä tarkoitettiin, jäivät vaille pistei-
tä neljännestä kriteeristä: 
 
”a kuuluu joukkoon jossa x kuuluu reaalilukuihin siten, että jokaisen x:n itseisarvo on suurempi 
tai yhtäsuuri kuin 2015.” 
 
Muita kuin tehtävänannossa sallittuja merkintöjä käytti 38 % vastaajista. Reilu puolet (63 %) 
vastaajista puolestaan tunnisti ii-kohdassa kuvatun joukon neljällä jaollisten kokonaislukujen 
joukoksi. Taulukossa 8 on esitetty kustakin kriteeristä pisteitä saaneiden opiskelijoiden lukumää-
rä ja prosenttiosuus kaikista tehtävän palauttaneista. 
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nro kriteeri opiskelijaa % 
1 Vastaaja käyttää kokonaisia, ymmärrettäviä ja kie-liopillisesti oikeita virkkeitä. 59 87 
2 Vastaaja käyttää oikeita nimityksiä. 51 75 
3 Vastaaja käyttää vain tehtävänannon sallimia merkintö-jä. 42 62 
4 Väitteen informaatio välittyy täsmällisesti vastauksesta. 40 59 
5 Vastaaja mainitsee ii-kohdassa neljällä jaollisuuden. 43 63 
Taulukko 8: Ilmaisun arviointi kriteereittäin tehtävässä 1. Jokainen kriteeri oli yhden pisteen 
arvoinen. Viimeisessä sarakkeessa on esitetty kyseisestä kriteeristä pisteitä saaneiden osuus kai-
kista tehtävän 1 palauttaneista vastaajista. 
 
4.1.2 Tehtävä 2 
 
Toiseen kielentämistehtävään (kuva 19) saatiin 65 vastausta. Ilmaisun enimmäispistemäärä oli 8 
pistettä, ja vastausten keskiarvo oli 6,25 pistettä (kh=1,68). Opiskelijat siis suoriutuivat tehtäväs-
tä hyvin, ja joka kolmas vastaaja sai täydet ilmaisupisteet. Pistejakauma on esitetty kuvassa 20. 
Kuvasta nähdään, että heikot ilmaisun kokonaispisteet sai erittäin harva, ja kolmannes vastaajista 
sai täydet ilmaisupisteet. 
 
 
Kuva 19: Kielentämistehtävä 2. 
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Kuva 20: Tehtävän 2 ilmaisupisteiden jakautuminen (n=65). 
 
Tehtävän tulokset on esitetty kriteereittäin taulukossa 9. Lähes kaikki vastaajat saivat pisteitä 
sanallisesta selittämisestä (kriteeri 1). Vastaajista 52 % kirjoitti paljon sanallisia perusteluja, ja 
44 prosenttiin vastauksista sisältyi jonkin verran sanallista selitystä. Lähes kaikki vastaajat käyt-
tivät ainakin jossain kohtaa vastaustaan kokonaisia virkkeitä (kriteeri 2). Vähennyksiä tässä koh-
dassa tuottivat sellaiset muotoilut, joita oli hankala ymmärtää, sekä symbolikielen käyttäminen 
pikakirjoitusmaisesti luonnollisen kielen seassa. Oikeat merkinnät ja nimitykset olivat hallussa 
65 prosentilla vastaajista (kriteeri 3), osittain oikeita ja osittain kurssin ulkopuolisia tai muuten 
virheellisiä merkintöjä tai nimityksiä käytti 35 % opiskelijoista. Kaavat ja yhtälöt sisältyivät rat-
kaisun tekstiin luontevasti 67 prosentilla vastaajista (kriteeri 4). Sanallisen johtopäätöksen esitti 
valtaosa (92 %) vastaajista (kriteeri 5).  
 
0,0	%	5,0	%	
10,0	%	15,0	%	
20,0	%	25,0	%	
30,0	%	35,0	%	
40,0	%	
1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	opiskelijaa	(%)	
  
 
42 
nro kriteeri opiskelijaa % 
1 Vastaukseen sisältyy sanallista selitystä. (2 p.) 
1 p: 28 44 
2 p: 34 52 
2 
Vastaaja käyttää kokonaisia, ymmärrettäviä ja 
kieliopillisesti oikeita virkkeitä. (2 p.) 
1 p: 23 35 
2 p: 39 60 
3 
Vastaaja käyttää oikeita merkintöjä ja nimityk-
siä. (2 p.) 
1 p: 23 35  
2 p: 42 65 
4 
Vastaaja sisällyttää käyttämänsä kaavat ja yh-
tälöt virkkeiden sisälle, tai johdattelee muuten 
symbolikielisiin osioihin sanallisesti. 
43 67 
5 Vastaaja esittää johtopäätöksensä sanallisesti. 60 92 
Taulukko 9: Ilmaisun arviointi kriteereittäin tehtävässä 2. Taulukossa on esitetty sekä pisteitä 
saaneiden lukumäärä että prosenttiosuus kaikista tehtävän palauttaneista. Kahden pisteen kritee-
reissä valkoisella pohjalla yhden pisteen saaneiden vastaajien osuus ja harmaalla kaksi pistettä 
saaneiden osuus.  
 
Myös matemaattisesti tehtävä oli hyvin osattu, eikä ratkaisuissa esiintynyt kovin suurta. Opiske-
lijoiden tekemät virheet liittyivät lähinnä induktiotodistamisen periaatteeseen, eikä tämäntyyppi-
nen kielentämistehtävä lähestymistapana tuonut nähdäkseni lisävaloa virheiden luonteeseen. 
 
4.1.3 Tehtävä 3 
 
Kolmannen kielentämistehtävän (kuva 21) palautti 42 opiskelijaa. Ilmaisupisteitä oli jaossa kaik-
kiaan kahdeksan. Opiskelijoiden palauttamien vastausten ilmaisupisteiden keskiarvo oli 5,93 ja 
keskihajonta 1,61. Pistejakauma on esitetty kuvassa 22. 
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Kuva 21: Kielentämistehtävä 3. 
 
 
Kuva 22: Tehtävän 3 ilmaisupisteiden jakautuminen (n=42). 
 
Tehtävän tulokset on esitetty kriteereittäin taulukossa 10. Tehtävään vastanneista 69 % hallitsi a-
kohdassa oikeat joukko-opilliset nimitykset ja ilmaisut (kriteeri 1). Neljännes vastaajista kirjoitti 
(a)-kohdan väitteen joko kokonaan tai osittain suorana, merkki merkiltä -tyyppisenä käännökse-
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nä (kriteeri 2). Muutama vastaaja käänsi yhdisteen merkin virheellisellä tavalla sanaksi tai (kri-
teeri 3). Kuten tehtävässä 2, myös tässä tehtävässä suurin osa vastaajista kirjoitti kokonaisia lau-
seita, ja sisällytti b-kohdassa käyttämänsä symbolit virkkeiden sisälle (kriteerit 4 ja 5). Kaikki b-
kohdan todistuksen aukot täydensi 69 % vastaajista, ja 12 % jätti jonkin yksittäisen aukon täyt-
tämättä (kriteeri 6). Vain puolet vastaajista esitti tehtävästä jonkinlaiset loppupäätelmät (kriteeri 
7). Tämä on selkeä notkahdus tehtävään 2 nähden, jossa johtopäätöksen esitti 92 % vastaajista.  
 
nro kriteeri opiskelijaa % 
1 
Vastaaja käyttää virheellisiä termejä tai ilmai-
suja. (-1 p.) 13 31 
2 
Vastaus on merkki merkiltä kirjoitettu suora 
käännös. (-2 p.) 
-1 p: 7 17 
-2 p: 3 7 
3 
Sanan ”tai” virheellinen käyttö yhdisteen mer-
kin tilalla. (-1 p.) 5 12 
4 
Vastaaja kirjoittaa kokonaisia ja ymmärrettä-
viä lauseita. 34 81 
5 
Vastaaja sisällyttää käyttämänsä symbolikieli-
set merkinnät virkkeiden sisälle. 35 83 
6 
Kaikki todistuksen aukot on täytetty.  
(2 p.) 
1 p: 5 12 
2 p: 29 69 
7 
Vastaaja esittää kokonaisuudesta johtopäätök-
sen. 22 52 
Taulukko 10: Ilmaisun arviointi kriteereittäin tehtävässä 3. Taulukossa on esitetty sekä pisteitä 
saaneiden lukumäärä että prosenttiosuus kaikista tehtävän palauttaneista. Kahden pisteen kritee-
reissä valkoisella pohjalla yhden pisteen saaneet vastaajat ja harmaalla kaksi pistettä saaneet. 
 
Tehtävän 3 (b)-kohtana ollut todistuksen täydennystehtävä osattiin pääasiassa hyvin, eikä ratkai-
suissa esiintynyt suurta vaihtelua. Tehtävän (a)-kohtaan tuli sen sijaan näennäisestä yksinkertai-
suudestaan huolimatta hyvin monenlaisia vastauksia. Vastaajat voidaan jakaa kahteen ryhmään 
vastauksen perusajatuksen perusteella: osa vastaajista on lähestynyt ongelmaa tarkastelemalla 
pelkkiä joukkoja, ja osa on hyödyntänyt vastauksessaan joukkoihin kuuluvia alkioita, esimerkik-
si: 
 
  
 
45 
”Joukkojen A pois B ja B pois A yhdiste on sama kuin A:n ja B:n yhdiste, josta on pois-
tettu A:n ja B:n leikkaus.” 
 
”Joukkoon B kuulumattomat joukon A alkiot yhdistettynä joukkoon A kuulumattomiin 
joukon B alkioihin on sama joukko, kuin joukkojen A ja B yhdiste, josta on poistettu nii-
den yhteiset alkiot.” 
 
Tämän jaon lisäksi pelkkiä joukkoja vastauksessaan käyttäneet vastaajat jakautuvat karkeasti 
niihin, jotka kirjoittivat käännöksensä merkki merkiltä sekä niihin, jotka pyrkivät muotoilemaan 
vastauksensa enemmän luonnollisen kielen tyyliseksi.  
 
Käännöstehtävä poiki myös monenlaisia ehdotuksia eri merkkien sanallisiksi vastineiksi. Monet 
käänsivät joukko-operaatiot verbimuotoon, mikä onkin sanallisessa käytössä luontevaa (vrt. jae-
taan, kerrotaan, derivoidaan). Yhdisteestä puhuessaan vastaajat useimmiten yhdistivät joukkoja, 
mutta myös liittivät ja lisäsivät niitä toisiinsa. Joukkoerotuksesta puhuttaessa joukkoja puoles-
taan poistettiin, erotettiin, vähennettiin ja leikattiin.  
 
4.1.4 Tehtävä 4 
 
Neljännen kielentämistehtävän (kuva 23) palautti 44 opiskelijaa. Neljännen tehtävän ilmaisupis-
teiden enimmäismäärä oli viisi pistettä, keskiarvo 3,84 ja keskihajonta 1,08 pistettä. Kuten ku-
vasta 24 nähdään, lähes kaikki vastaajat saivat tästä tehtävästä vähintään kolme pistettä, ja kaksi 
kolmesta vastaajasta ylsi neljään tai viiteen ilmaisupisteeseen. 
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Kuva 23: Kielentämistehtävä 4. 
 
 
 
Kuva 24: Tehtävän 4 ilmaisupisteiden jakautuminen (n=44). 
 
Ilmaisun arviointi on esitetty taulukossa 11. Vastaajista suurin osa (73 %) muotoili esimerkiksi 
”osoita, että” -tyyppisen tehtävän tai antoi muulla tavalla kehotuksen todistaa väite (kriteeri 1). 
Virheettömiä merkintöjä käytti 61 % vastaajista, ja joka neljännen merkinnät olivat lähes virheet-
tömiä (kriteeri 2). Vastaajista 89 % kirjoitti kokonaisia ja ymmärrettäviä lauseita (kriteeri 3), ja 
81 % ei käyttänyt symboleita korvaamaan sanoja vastauksessaan (kriteeri 4). 
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nro kriteeri opiskelijaa % 
1 Vastaaja muotoilee selkeän tehtävänannon. 32 73 
2 
Vastaaja käyttää oikeita merkintöjä.  
(2 p.) 
1 p: 11 25 
2p: 27 61 
3 
Vastaaja kirjoittaa kokonaisia ja ymmärrettä-
viä lauseita. 39 89 
4 
Vastaaja käyttää symbolikieltä vain tarvittaes-
sa. 36 82 
Taulukko 11: Neljännen kielentämistehtävän arviointi kriteereittäin. Taulukossa on esitetty sekä 
pisteitä saaneiden lukumäärä että prosenttiosuus kaikista tehtävän palauttaneista. Kahden pisteen 
kriteereissä esitetty valkoisella pohjalla yhden pisteen saaneet vastaajat ja harmaalla kaksi pistet-
tä saaneet. 
 
Kriteerin 2 arvioinnissa havaittiin, että vaikka suurin osa vastaajista hallitsi tehtävässä tarvittavan 
symbolikielen hyvin, jotkut tekivät vielä virheitä merkintöjen kanssa. Tyypillinen virhe oli 
merkkien ∈ ja ⊂ sekoittuminen keskenään. Toistuvasti esiintyi myös leikkauksen ja erotuksen 
sekoittumista, tarkemmin ottaen niin, että sana ”leikkaus” korvattiin erotuksen symbolilla. Jois-
sakin vastauksissa esiintyi molempia, esimerkiksi niin, että vastaaja oli kirjoittanut oletukseen 
”𝐴 ∖ 𝐵” ja itse todistukseen ”𝐴 ∩ 𝐵”. Muutamilla vastaajilla virheellinen symboli esiintyi joh-
donmukaisesti läpi vastauksen, mikä muuttaa koko todistuksen epäpäteväksi (päätellään että ehto 
”𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑎 ∈ 𝐵” on ristiriidassa ehdon 𝑎 ∉ 𝐴 ∖ 𝐵 kanssa, minkä voi näyttää epätodeksi vaikka-
pa yksinkertaisella Venn-diagrammilla). 
 
Toisaalta tässä tehtävässä esiintyvät ongelmat kertovat tietyistä herkästi sotkeentuvista merkin-
nöistä ja nimityksistä (vrt. tehtävä 3), toisaalta myös mahdollisesti siitä, että opiskelijat eivät ar-
vioineet vastaustensa mielekkyyttä tehtävän tehtyään.  
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4.2 Ohjaukseen osallistuminen 
 
Jokaisen kielentämistehtävän yhteydessä kysyttiin myös oliko opiskelija keskustellut kyseisestä 
tehtävästä ohjaajan kanssa. Kunkin tehtävän kohdalla tähän oli vastannut myöntävästi 0–2 opis-
kelijaa (0–5 % vastaajista). Ilmeisesti kielentämistehtävät siis koettiin melko helpoiksi eikä nii-
den tekemiseen tarvittu ohjaajan tukea. Moni tehtäviä palauttanut kuitenkin jätti vastaamatta tä-
hän kohtaan; ohjaukseen osallistumistaan ei kommentoinut 9–31 % vastaajista. On siis mahdol-
lista että ohjaajan kanssa jutteli useampikin opiskelija. Kuulin eräältä kurssin ohjaajana toimi-
neelta, että ainakin neljännestä kielentämistehtävästä olisi kysytty paljon, mutta tämä on ristirii-
dassa opiskelijoiden omien vastausten kanssa. Vain kaksi opiskelijaa raportoi keskustelleensa 
tehtävästä ohjaajan kanssa, ja tyhjiä vastauksia tuli neljä kappaletta. Loput 38 tehtävän palautta-
nutta opiskelijaa (86 % vastaajista) vastasivat ohjaukseen osallistumista kartoittavaan kysymyk-
seen kielteisesti.  
 
 
4.3 Lomakekysely 
 
Kurssin toisen välikokeen yhteydessä opiskelijoille annettiin täytettäväksi lomakekysely kielen-
tämisestä ja matematiikan osaamiskokemuksesta. Kyselyssä oli 11 väittämää, joihin vastattiin 
neliportaisella Likert-asteikolla, sekä kaksi avointa kysymystä. Lomakekyselyyn vastasi yhteen-
sä 33 opiskelijaa kokeen 73 osanottajasta (vastausprosentti 42,5 %). 
 
Väittämä n 1 2 3 4 Keski- arvo 
Keski- 
hajonta Mediaani 
1. Osaan ratkaista vaikeitakin 
matematiikan tehtäviä. 33 15% 33% 48% 3% 2,39 0,79 3 
2. Matematiikka on minulle 
vaikeampaa kuin muille. 32 22% 47% 25% 6% 2,16 0,85 2 
3. Selitän mielelläni muille 
matematiikan tehtävän ratkai-
suani. 
33 15% 21% 48% 15% 2,64 0,93 3 
4. Sanallisten perustelujen 
kirjoittaminen on mielestäni 
helppoa. 
33 24% 30% 33% 12% 2,33 0,99 2 
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5. Kirjoittaminen sanallisesti 
auttaa minua ymmärtämään 
tehtävää paremmin. 
33 6% 15% 64% 15% 2,88 0,74 3 
6. Taitava matemaatikko kir-
joittaa ratkaisunsa puhtaasti 
matematiikan symbolikielellä. 
32 9% 50% 31% 9% 2,41 0,80 2 
7. Matematiikassa vaikeinta 
on kirjoittaa ajatukset mate-
matiikan symbolikielellä. 
33 18% 42% 39% 0% 2,21 0,74 2 
8. Kun ratkaisen matematii-
kan tehtävää, teen ajatustyön 
päässäni ja kirjoitan paperille 
vain välttämättömän. 
33 27% 42% 21% 9% 2,12 0,93 2 
9. Kirjoitan ratkaisuni mielel-
läni käyttämällä matematiikan 
kaavoja ja muuta symbolikiel-
tä. 
33 6% 36% 48% 9% 2,61 0,75 3 
10. Sellaista ratkaisua, jonka 
välivaiheita on selitetty sanal-
lisesti, on helpompi ymmärtää 
kuin sellaista, jossa on vain 
matematiikan symbolikieltä. 
30 0% 7% 37% 57% 3,50 0,63 4 
11. Olen valmis käyttämään 
paljonkin aikaa matematiikan 
tehtävän ratkaisuun. 
31 6% 23% 48% 23% 2,87 0,85 3 
Taulukko 12:  Kyselyn tuloksia. Prosentit kuvaavat kunkin vaihtoehdon valinneiden osuutta. 
(1=täysin eri mieltä, 2=jokseenkin eri mieltä, 3=jokseenkin samaa mieltä, 4=täysin samaa mieltä.) 
 
Taulukossa 12 on esitetty kuhunkin väittämään saatujen vastausten jakautuminen, sekä vastaus-
ten keskiarvo, keskihajonta ja mediaaniarvo. Kuvassa 25 puolestaan esitellään kunkin väittämän 
kanssa joko jokseenkin tai täysin samaa mieltä olleiden vastaajien prosenttiosuus. 
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Kuva 25: Kunkin väittämän kanssa samaa mieltä olevien (Likert-asteikolla vaihtoehdon 3 tai 4 
valinneiden) vastaajien prosenttiosuus. Vaaka-akselilla väitteen numero. 
 
Kyselyn väittämät voidaan ryhmitellä seuraavasti: Väitteet 1 ja 2 kuvaavat opiskelijan käsitystä 
itsestään matematiikan osaajana. Väitteet 3 ja 4 käsittelevät opiskelijan suhtautumista ja osaa-
miskokemusta liittyen luonnollisen kielen käyttöön matematiikassa. Luonnollisen kielen käytön 
koettuja hyötyjä mitattiin väitteillä 5 ja 10. Väitteet 6, 7 ja 9 puolestaan liittyvät matematiikan 
symbolikielen käyttöön. Lisäksi väitteillä 8 ja 11 tutkittiin opiskelijoiden tapaa ja motivaatiota 
ratkoa matematiikan tehtäviä. 
 
Kuvan 25 pylväskaaviosta nähdään, että valtaosa vastaajista pitää luonnollisen kielen käyttöä 
tehtävien tekemistä ja ratkaisujen lukemista helpottavana seikkana (väitteet 5 ja 10). Vastaajien 
matematiikan osaamiskokemus on kohtalainen: puolet (51 %) vastaajista kokee kykenevänsä 
ratkaisemaan hankaliakin tehtäviä, mutta noin joka kolmas (31 %) kokee matematiikan hanka-
lammaksi itselleen kuin muille (väitteet 1 ja 2). Vastaajat ovat valmiita käyttämään aikaa tehtä-
vien ratkaisemiseen ja he myös käyttävät paperia ja kynää ajattelunsa apuvälineenä (väitteet 11 
ja 8). Reilu puolet (54 %) vastaajista pitää kuitenkin sanallisten perustelujen kirjoittamista han-
kalana (väite 4). Toisaalta väitteen 3 vastauksista selviää, että suullinen kielentäminen on monel-
le mieluisaa. Noin 40 % vastaajista pitää puhtaan symbolikielen käyttöä taitavan matemaatikon 
merkkinä, ja suunnilleen yhtä moni (39%) kokee symbolikielen käyttämisen vaikeimmaksi 
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asiaksi matematiikassa (väitteet 6 ja 7). Noin 60 % vastaajista kuitenkin käyttää symbolikieltä 
mielellään (väite 9).  
 
Kyselyn avoimissa kysymyksissä opiskelijoita pyydettiin kuvailemaan, miten he suhtautuvat 
sanalliseen selittämiseen matematiikan tehtävien ratkaisuissa ja miten he itse kirjoittavat ratkai-
suja sekä sitä, olivatko he kokeneet kurssin aikana tehdyt kielentämistehtävät hyödyllisiksi. 
Avoimiin kysymyksiin vastasi 22 opiskelijaa. Molempiin avoimiin kysymyksiin saatiin melko 
samankaltaisia vastauksia, joten seuraavassa näiden kahden kysymyksen vastaukset käsitellään 
yhdessä. Suuri osa vastauksista oli positiivissävyisiä, ja sekä sanallinen selittäminen että kielen-
tämistehtävät koettiin hyödyllisiksi. Sanallisen selittämisen ja kielentämistehtävien ajateltiin ai-
nakin selventävän ratkaisuprosessia, pakottavan ajattelemaan syvällisemmin ja helpottamaan 
ratkaisun lukemista. Seuraavassa joitakin esimerkkejä kielentämiseen positiivisesti suhtautuvista 
vastauksista: 
 
”Joskus symbolit avautuvat selkeästi, vasta kun on joutunut kirjoittamaan niitä auki.”  
(kemian opiskelija) 
 
”Mielestäni jos tehtävää/ratkaisua ei osaa selittää toiselle opiskelijalle, ei ole ymmärtänyt sitä 
itsekään.” (matematiikan opiskelija) 
 
”Mielestäni se on tärkeää, sillä se nopeuttaa ratkaisujen lukemista ja selventää epäselvyyksiä.” 
(matematiikan opiskelija) 
 
”Itse pyrin kirjoittamaan, mitä olen tekemässä seuraavaksi ja miten päädyn ratkaisuun. Samalla 
pystyn paremmin seuraamaan omaa ajatuksenkulkua. Lisäksi tehtävän tarkistaminen helpottuu.” 
(matematiikan opiskelija) 
 
”Matematiikan selittäminen/perusteleminen selkokielellä ei välttämättä ole yksinkertaista tai 
siihen ei kiinnitä tarpeeksi huomiota, joten sitä on syytä harjoitella.” (matematiikan opiskelija) 
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Kaikki vastaajat eivät kokeneet kielentämistä itselleen sopivaksi tai hyödylliseksi työtavaksi. 
Sanallinen selittäminen saattoi tuntua hitaalta ja monimutkaiselta, erityisesti jos kurssin tehtävät 
tuntuivat helpoilta, eikä symbolikielen käyttäminen tuottanut vaikeuksia. Näistäkin vastaajista 
moni näki kuitenkin kielentämisellä olevan potentiaalisia hyötyjä esimerkiksi vaikeampia sisältö-
jä opetellessa, tai jos sen eteen jaksaisi nähdä enemmän vaivaa. Seuraavassa joitakin kriittisiä 
kommentteja: 
 
”Kurssin tehtävissä selittäminen oli mielestäni usein hankalampaa kuin symbolein kirjoitettu 
vastaus, ja siksi ehkä monimutkaisti turhaan.” (matematiikan opiskelija) 
 
”Itselle ne tuntuivat helpoilta, joten en osaa sanoa oliko niistä nyt hyötyä, mutta tulevaisuudessa 
samankaltaisista tehtävistä voi olla hyötyä kun käsitteet muuttuvat abstraktimmiksi.” (matema-
tiikan opiskelija) 
 
”- - joukko-opin lauseet ovat usein niin kömpelöä suomen kieltä, että niiden jatkuva kääntämi-
nen kuluttaa ehkä turhaan resursseja.” (kognitiotieteen opiskelija) 
 
”Sanallisesti selitettyjen ratkaisujen lukeminen voi olla hieman helpompaa, mutta niiden kirjoit-
tamisessa tulee helpommin pieniä virheitä ja epätarkkuuksia verrattuna siihen jos käytetään 
enemmän symbolikieltä. - - [Tehtävät] eivät olleet mielestäni kovin hyödyllisiä - - pieni hyöty 
voisi mahdollisesti olla asioiden jäsentämisessä päässään.” (fysiikan opiskelija) 
 
”Kun teen tehtävää, haluan saada sen tehtyä äkkiä. Sanallinen selittäminen siinä välissä tuntuisi 
turhalta. Toisaalta tietysti, oikeasti se voisi olla ihan kehittävää. Ainakin ohjelmoinnissa koodin 
itselleen selittäminen toimii aika tehokkaasti, niin kuvittelisin, että matikassakin voisi toimia.” 
(suomen kielen opiskelija) 
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4.4 Kielentämistehtävien yhteys kurssimenestykseen 
 
Koska kielentämistehtävät teetettiin kurssin ensimmäisen puoliskon aikana, on luontevaa tarkas-
tella opiskelijoiden menestystä kurssin ensimmäisessä välikokeessa, jonka aihealueet ovat suurin 
piirtein samat kuin kielentämistehtävissä. Tämän lisäksi tarkastellaan myös kielentämistehtäviä 
palauttaneiden opiskelijoiden kurssilta saamaa yhteispistemäärää sekä loppuarvosanaa. 
 
Ensimmäiseen välikokeeseen osallistui yhteensä 103 opiskelijaa. Vähintään yhden kielentämis-
tehtävän palautti 79 opiskelijaa. Tässä luvussa ei ole huomioitu niitä muutamia vastauksia, jotka 
palautettiin ilman yksilöimisen mahdollistavaa kurssitunnusta. Vähintään yhden tehtävän palaut-
taneista 70 osallistui ensimmäiseen välikokeeseen. Kuva 26 esittää näiden opiskelijoiden saamat 
ilmaisun yhteispisteet (korkeintaan 26 pistettä) sekä välikokeen pistemäärän (korkeintaan 24 
pistettä).  
 
 
Kuva 26: Ilmaisupisteiden yhteys ensimmäisen välikokeen pistemäärään. Kokeen maksimipis-
temäärä oli 24. 
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Ilmaisu- ja koepisteiden välillä on havaittavissa kohtalainen positiivinen korrelaatio (r=0,56, 
yksisuuntaisen testin p-arvo<0,001). Kuvasta voidaan lisäksi huomata, että yli 20 ilmaisupistettä 
saaneiden joukossa koepisteiden hajonta on vähäisempää kuin vähemmän ilmaisupisteitä saaneil-
la.  
 
Lisäksi kaikki neljä kielentämistehtävää tehneet opiskelijat saivat ensimmäisestä välikokeesta 
keskimäärin 6,8 pistettä enemmän kuin ne opiskelijat, jotka eivät olleet tehneet yhtään kielentä-
mistehtävää. 
 
 
Kuva 27: Ilmaisupisteiden yhteys kurssin kahdesta kokeesta saatuun kokonaispistemäärään. Ko-
keiden yhteenlaskettu maksimipistemäärä oli 48. 
 
Kuva 27 esittää ensimmäisen ja toisen välikokeen yhteispistemäärän jakautumista kielentämis-
tehtävistä saatujen ilmaisupisteiden suhteen. Kurssin aikana kielentämistehtäviä tehneistä opiske-
lijoista 70 sai kurssipisteitä, joita oli jaossa korkeintaan 48. Myös tässä on havaittavissa positii-
vinen korrelaatio ilmaisupisteiden ja kurssipisteiden välillä (r=0,62, p<0,001). Kuvasta nähdään 
myös vähäisempi hajonta eniten ja vähiten ilmaisupisteitä saaneilla keskialueeseen verrattuna. 
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Esitetään vielä ilmaisupisteiden yhteys kurssiarvosanaan. Kurssin läpäisi 49 sellaista opiskelijaa 
jotka olivat palauttaneet vähintään yhden kielentämistehtävän. Kuvasta 28 nähdään, että erityi-
sesti noin 10–20 pistettä saaneilla opiskelijoilla ilmaisupisteiden määrä ei juurikaan ennusta lop-
puarvosanaa. Ääripäissä yhteys näyttää hieman selkeämmältä. 
 
 
Kuva 28: Ilmaisupisteet ja arvosanajakauma (r=0,62, p<0,001). 
 
Kuvien 26, 27 ja 28 sisältämän tiedon perusteella voidaan todeta, että kielentämistehtävien teke-
misellä ja niistä saaduilla pisteillä voi olla yhteys menestymiseen kurssilla. Korrelaatio ei kuiten-
kaan merkitse kausaliteettia, joten näistä tuloksista ei voida suoraan päätellä kielentämistehtävis-
sä menestymisen johtavan parempiin kurssituloksiin. On syytä huomioida, että ilmaisupisteitä 
saaneet olivat tehneet yhdestä neljään kielentämistehtävää, ja tällöin saman kokonaispistemäärän 
saattoi saada esimerkiksi tekemällä kaksi tehtävää hyvin tai kolme tehtävää puutteellisesti. Ko-
konaispisteistä ei siis myöskään voida päätellä tehtyjen kielentämistehtävien lukumäärää tai yk-
sittäisissä tehtävissä menestymistä. Tämä saattaa osaltaan selittää myös keskialueen suurta ha-
jontaa ylläolevissa kuvissa.  
 
On mahdollista, että ne opiskelijat, jotka tekivät ylipäänsä paljon harjoitustehtäviä, tekivät ahke-
rasti myös kielentämistehtäviä ja saivat hyvän arvosanan harjoittelun seurauksena. Kuvassa 29 
  
 
56 
on esitetty ilmaisupisteiden jakautuminen harjoitustehtävistä saatujen lisäpisteiden mukaisesti. 
Kurssin harjoitustehtäviä tekemällä saattoi saada kaikkiaan kahdeksan lisäpistettä. Tilastollisesti 
harjoitus- ja ilmaisupisteiden välillä vallitsee korkea, tilastollisesti merkitsevä korrelaatio 
(r=0,66, p<0,001). Kuten kuvasta voidaan todeta, hajonta näitä muuttujia vertailtaessa on kuiten-
kin voimakasta kauttaaltaan. 
 
 
 
Kuva 29: Harjoitustehtävien perusteella saadut lisäpisteet sekä ilmaisun yhteispisteet. 
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5 Luotettavuus 
 
Tutkimuksen luotettavuustarkastelussa arvioidaan tutkimuksen reliabiliteettia, eli tutkimuksen ja 
mittaustulosten toistettavuutta, sekä validiteettia tai pätevyyttä, eli sitä, vastaako tutkimuksen 
toteutus tutkittavaa ilmiötä (Saaranen-Kauppinen & Puusniekka, 2006). Sekä toistettavuutta että 
pätevyyttä voidaan parantaa eri tavoin.  
 
Tutkimusta varten laadittuja tehtäviä, arviointikriteerejä ja kyselylomaketta voidaan käyttää 
mahdollisessa uusintatutkimuksessa sellaisenaan, mikä parantaa tutkimuksen toistettavuutta. 
Tällöin esimerkiksi tehtävien arvioinnissa tarkasteltavat asiat eivät riipu arvioijasta. Laadullises-
sa tutkimuksessa tutkija on suuressa roolissa aineiston analysoinnissa, tässä tapauksessa erityi-
sesti tehtävien pisteytyksessä. Tätä silmällä pitäen arviointikriteerit pyrittiin laatimaan siten, että 
ne eivät olisi subjektiivisia ja arvioijasta riippuvia, vaan selkeitä ja konkreettisia vastauksesta 
löytyviä asioita. Tämä parantaa arvioinnin luotettavuutta. Opiskelijoiden ratkaisut arvioitiin 
myös matemaattisesti, minkä tavoitteena oli vähentää painetta sekoittaa keskenään ilmaisun ja 
matemaattisen sisällön arviointi. Esimerkiksi hyvällä suomen kielellä esitetty johtopäätös on 
ilmaisullinen ansio, vaikka johtopäätös olisikin matemaattisesti väärä. Arvioinnin luotettavuutta 
voitaisiin edelleen parantaa käyttämällä tutkijatriangulaatiota eli useampaa erillistä arvioijaa 
(Saaranen-Kauppinen & Puusniekka, 2006). Tässä tutkimuksessa tämä ei kuitenkaan ollut mah-
dollista. Tutkimuksen toistettavuutta parantaa myös se, että tutkimuksen kulku on pyritty kuvai-
lemaan mahdollisimman tarkkaan. 
 
Tehtävien pisteytyksessä käytettyjen arviointikriteerien toimivuus on eräs tärkeä tarkastelun ar-
voinen seikka. Käytössä olleilla kriteereillä tuli toisinaan vastaan ratkaisuja, jotka ikään kuin 
läpäisivät kriteerien seulan ja saivat hyvät pisteet, vaikka kokonaisuutta katsoessa tuntui siltä, 
ettei kyseinen vastaus välttämättä olisi ansainnut aivan niin hyviä pisteitä. Kriteerit eivät esimer-
kiksi tarpeeksi hyvin huomioineet sitä, jos joku oli jättänyt tehtävästä valtaosan tekemättä, esi-
merkiksi neljännessä tehtävässä kirjoittanut pelkästään tehtävänannon ja jättänyt todistuksen 
kokonaan kääntämättä. Tällaisissa tapauksissa jää arvioijan vastuulle pohtia kuinka paljon tämä 
vähentää ilmaisupisteitä, mikä aiheuttaisi eroja eri henkilöiden tekemien arviointien välille. Eroja 
saattaisi syntyä myös muissa kohdissa: vaikka kriteerit pyrittiin laatimaan objektiivisiksi, niissä 
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oli silti havaittavissa tulkinnanvaraisuuksia, jotka voisivat aiheuttaa poikkeamia eri arvioijien 
välille. Kahden pisteen kriteeri ”vastaukseen sisältyy sanallista selitystä” on esimerkki tällaisesta 
kriteeristä. On mahdotonta rajata tarkkaan, kuinka laaja sanallinen selitys vaaditaan kahteen pis-
teeseen, joten pientä vaihtelua saattaa esiintyä samankin arvioijan antamien pisteiden välillä. 
Tämä heikentää tehtävien arvioinnin luotettavuutta.  
 
Lisäksi, kuten edellisessä luvussa havaittiin, tehtävistä saadut ilmaisupisteet painottuivat selkeäs-
ti asteikon puoliväliin ja sen paremmalle puolelle. Kriteeristöt olivat monen tehtävän kohdalla 
sellaiset, että pieniä pistemääriä oli kokonaisella vastauksella erittäin vaikea saada. Kriteerit kai-
paisivat siis parempaa erottelukykyä asteikon yläpäähän. Osittain tämä johtuu kuitenkin myös 
tehtävistä, sillä erityisesti täydennystehtävät olivat ehkä liian suoraviivaisia, ja valtaosa niihin 
saaduista vastauksista oli hyvin samankaltaisia keskenään. Arvioijasta johtuvien mahdollisten 
erilaisten painotusten lisäksi kriteereissä on siis puutteita erottelukyvyssä sekä siinä, ettei tiettyyn 
pistemäärään oikeuttavan vastauksen rajoja voitu tiukasti määritellä. Koska kriteerit on räätälöity 
kutakin tehtävää varten erikseen, ei niitä voida suoraan käyttää erilaisten kielentämistehtävien 
arvioinnissa, mutta sen sijaan niitä voidaan hyödyntää kielentämistehtävien arvioinnin lähtökoh-
tana. 
 
Opiskelijoilta kerätyssä aineistossa tunnistetietoina käytettiin ainoastaan opiskelijan saamaa 
kurssikoodia, joka muodostuu ilmoittautumisjärjestyksen mukaisesta numerosta sekä sukunimen 
kolmesta ensimmäisestä kirjaimesta. Tällä pyrittiin pitämään opiskelija anonyymina tehtävien 
arvioijalle, jolloin opiskelijan tuttuus tai sukupuoli eivät pääse vaikuttamaan arviointiin. Nimet-
tömyydestä huolimatta sukupuolistereotypioiden vaikutusta ei kuitenkaan voida sivuuttaa täysin 
käsinkirjoitettua aineistoa tarkasteltaessa. Arvioija voi kiinnittää tiedostamattaankin huomiota 
mm. vastaajan käsialaan ja kirjoitustyyliin ja muodostaa tällä perusteella käsityksen vastaajan 
sukupuolesta (Haswell & Haswell, 1996). Stereotypiat, kuten se, että tytöt ovat vahvempia kie-
lellisesti ja pojat matemaattisesti, saattavat tällöin vaikuttaa arviointiin siitä huolimatta, että arvi-
oitavan sukupuoli ei ole arvioijalla tiedossa. Sukupuolioletuksen vaikutusta voitaisiin vähentää 
kokoamalla aineisto sähköisesti käsin kirjoittamisen sijaan. Kuitenkin matematiikan tapauksessa 
ratkaisujen kirjoittaminen tietokoneella lienee vielä toistaiseksi monille hankalampaa kuin käsin-
kirjoitettujen ratkaisujen tuottaminen. 
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Kaikkia opiskelijoiden vastauksia ei saatu yksilöityä johtuen siitä, että ohjeistuksesta huolimatta 
muutamat vastaajat eivät olleet kirjoittaneet kurssitunnustaan vastauspapereihin, enkä itse huo-
mannut kiinnittää asiaan huomiota vastauksia kerätessäni. Samoin loppukyselyyn kaikki eivät 
kirjoittaneet tunnustaan. Tästä johtuen kaikkea aineistoa ei voitu hyödyntää tarkasteltaessa kie-
lentämistehtävien ja koepisteiden yhteyttä. Tällaiset vastaukset olivat kuitenkin yksittäistapauk-
sia, joten niiden poisjäännin vaikutus ei ole kovin suuri. Yksittäisten tehtävien tarkastelussa nä-
mä tunnisteettomatkin palautukset ovat mukana. 
 
Kyselylomakkeen kysymysten muotoilussa kiinnitettiin huomiota siihen, että vastaajat ymmär-
täisivät ne tarkoitetulla tavalla. Esimerkiksi termiä kielentäminen ei käytetty yksinään ilman seli-
tystä, sillä se saattoi olla opiskelijoille vieras. Kyselyn ohjeistus oli kirjallisena mukana lomak-
keessa itsessään, joten kaikki vastaajat saivat sen täyttöön samanlaiset ohjeet. Lomakekysely 
toteutettiin kurssin toisen välikokeen yhteydessä, eli vastaaminen tapahtui rauhallisessa tilantees-
sa itsenäisesti. Opiskelijoilla oli myös mahdollisuus jäädä täyttämään kyselylomaketta koetilai-
suuden jälkeen, joten vastaamiseen oli varattu tarpeeksi aikaa. Kyselyyn saadut vastaukset olivat 
hyvin samansuuntaisia kuin aiemmissa aihetta käsittelevissä tutkimuksissa (esim. Joutsenlahti 
ym., 2013), mikä parantaa tutkimuksen validiteettia.  
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6 Pohdintaa 
 
Tämä tutkimus antoi lisävahvistusta sille, että kielentämistehtävät ovat hyvä lisäys matematiikan 
opettajien työkalupakkiin kouluasteesta riippumatta. Tutkimuksen kyselyosuuden tulosten perus-
teella opiskelijat suhtautuvat kielentämiseen työtapana positiivisesti ja suurin osa kokee sen ta-
valla tai toisella hyödylliseksi matematiikan opiskelussa. Tämä on linjassa aiempien tutkimustu-
losten kanssa (Joutsenlahti, 2009; Joutsenlahti ym., 2013) Huolellisesti laaditut erityyppiset kie-
lentämistehtävät toimisivatkin varmasti osana minkä tahansa matematiikan kurssin harjoituksia. 
 
Eräs kielentämistehtävien tarjoama merkittävä hyöty on opiskelijoille hankaluuksia tuottavien 
asioiden ja virhekäsitysten tunnistaminen. Morgan (2001) toteaa kielentämisen auttavan opetta-
jaa arviointityössä, ja tämän tutkimuksen puitteissa totesin kielentämistehtävien tuovan näkyviin 
sellaisia asioita ja ongelmia, jotka symbolikieltä käytettäessä saattaisivat jäädä kokonaan tai osit-
tain näkymättömiin. Esimerkki tällaisesta ongelmasta on tiettyjen symbolien sekoittaminen kes-
kenään. Omassa tutkimuksessani tässä suhteessa parhaiten onnistuivat koodinvaihtotyyppiset 
”selitä suomen kielellä” -tehtävät. Ne toivat hyvin esiin haparoinnin termien käytössä ja sen, 
miten hyvin opiskelijat ymmärsivät symbolien merkityksen. Nämä tehtävät auttoivat myös ha-
vainnoimaan sitä, käsittelevätkö opiskelijat pinnallisesti symbolien muodostamia merkkijonoja, 
vai hahmottavatko he syvemmin millaisia joukkoja merkkijonot kuvaavat. 
 
Koodinvaihtotehtävät siis puolustavat paikkaansa vahvasti, mutta jos tekisin tämän tutkimuksen 
uudestaan, laatisin käytettävät kielentämistehtävät huolellisemmin. Ihanteellista olisi päästä te-
kemään ensin pilottitutkimus, jossa testattaisiin erilaisia tehtäviä varsinaista tutkimuskäyttöä 
varten. Erityisesti täydennystehtävät eivät tuntuneet täysin toimivilta, vaan ne olivat mahdollises-
ti turhan suoraviivaisia ja helppoja, ja niihin tuli paljon hyvin samankaltaisia vastauksia, mikä 
teki arvioinnista melko yksipuolista. Varsinkin induktiotehtävä sortui tähän. Kiinnostavampia ja 
erottelevampia vastauksia voisi saada esimerkiksi pyytämällä laajempia sanallisia selityksiä tai 
käsitekarttoja. Joutsenlahden ja kumppaneiden (2013) tehtävätyypeistä tästä tutkimuksesta puut-
tui lisäksi kokonaan virheen etsintä. Tehtävätyypit vaikuttivat kuitenkin mukautuvan mainiosti 
joukko-opin opetukseen. Myös täydennystehtävät saattoivat olla niitä tehneille opiskelijoille 
hyödyllisiä, vaikka ne eivät tutkimuksen kannalta erityisen kiinnostavia olisikaan. Uskon myös, 
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että opiskelijat itse pystyvät kielentämistehtävien avulla itse reflektoimaan omaa oppimistaan ja 
osaamistaan. Kuten eräs tutkimuksen osallistujista totesi, joskus symbolit ymmärtää vasta kun 
niitä on joutunut avaamaan luonnollisella kielellä. 
 
Koodinvaihtotehtävistä saatua satoa tarkastellessani kiinnostuin erityisesti matematiikan luonnol-
lisen kielen käytöstä ja symbolikielen kääntämisestä. Yrjönsuuri (2004) kirjoittaa seuraavasti: 
”Matematiikan soveltamisessa ajattelun perustana on siirtyminen reaalimaailman tilanteesta ja 
kielestä abstraktiin ja symboliseen matematiikan kieleen ja päinvastoin.” Tässä prosessissa olen-
naista on mielestäni sujuva liikkuminen luonnollisen kielen ja symbolikielen välillä. Tällöin ma-
tematiikka ei pääse pakenemaan niin helposti arkielämästä erilleen. Tyypillisimmät tässä tutki-
muksessa havaitut joukko-opin kielentämisen ongelmat liittyivätkin käännöstyyppisiin tehtäviin. 
Havaittuja ongelmia ja virheitä käsitellään seuraavissa kappaleissa. 
 
Pidemmän joukko-opillisen väitteen kääntämistehtävässä (tehtävä 3a) symboleista luonnolliselle 
kielelle kääntäminen nousi selkeästi esille, kun vastaajat käyttivät varsin vaihtelevia termejä eri 
operaatioille. Yhdisteestä puhuessaan vastaajat useimmiten yhdistivät joukkoja, mutta myös mm. 
lisäsivät niitä toisiinsa. Värikkäintä vaihtelua ilmeni joukkoerotuksesta puhuttaessa; joukkoja 
ainakin poistettiin, erotettiin, vähennettiin ja leikattiin. Itsekin huomasin arviointia tehdessäni 
joutuvani pohtimaan mihin vetää hyväksynnän raja, sillä vaikka halusin painottaa täsmällistä 
ilmaisua, tehtävissä oli kuitenkin tavallaan kyse epämuodollisesta omin sanoin kirjoittamisesta. 
Päädyin lopulta kurssin oppimistavoitteet (taulukko 1, s. 21) ohjenuoranani tekemään rajauksen 
pääasiallisesti sen mukaan, mitä sanoja ja ilmauksia kurssimateriaalissa oli käytetty, vaikka muil-
lakin sanavalinnoilla voisi tulla ymmärretyksi. 
 
Jotkin joukko-opin merkinnät ja termit osoittautuivat erityisen virhealttiiksi. Mielenkiintoinen 
havainto oli yllämainittu joukkoerotuksen kuvaaminen leikkaamisena symbolikielestä käännettä-
essä, samoin luonnollisesta kielestä käännettäessä osa vastaajista merkitsi leikkausta erotuksen 
symbolilla. Joukko-opin käsite leikkaus onkin kovin epäintuitiivisesti nimetty, ja on ymmärrettä-
vää jos opiskelija assosioi termin arkikielen leikkaamiseen, jossa yleensä jotain leikataan pois, ja 
tätä kautta se mahdollisesti yhdistyy joukosta poistamiseen. 
 
  
 
62 
Myös merkit ∈ ja ⊂ ovat vaarassa sekoittua keskenään joukko-oppia harjoittelevan opiskelijan 
käytössä. Huolimattomuus samankaltaisten merkintöjen kanssa on yksi selitys. Toinen selittävä 
tekijä voisi olla se, ettei opiskelija ole vielä täysin sisäistänyt kyseisten merkkien (tai niiden 
edustamien käsitteiden) eroa, etenkin kun niitä käytetään kuvaamaan melko samanlaista asiaa. 
Ensimmäisellä merkillä ilmaistaan jonkin yksittäisen alkion kuulumista joukkoon, toisella taas 
sitä että jokin joukko sisältyy toiseen, eli on sen osajoukko. Omasta kokemuksestani tiedän 
myös, että näiden merkkien sanalliset vastineet voivat sotkeentua. 
 
Tehtävässä 3a pyydettiin esittämään väite 𝐴 ∖ 𝐵 ∪ 𝐵 ∖ 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐵 ∖ 𝐴 ∩ 𝐵  suomen kie-
lellä. Muutama vastaaja käytti yhdisteen merkin paikalla sanaa tai, esimerkiksi: 
”Joukko A, josta on poistettu joukon B alkiot tai joukko B, josta on poistettu joukon A al-
kiot on sama joukko kuin joukon A ja B joukot yhdessä, josta on poistettu ne alkiot, jotka 
ovat sekä A:ssa että B:ssä.”  
 
Luentomateriaalissa yhdisteen merkintää käsitellään seuraavasti:  
“Joukkojen A ja B yhdiste on joukko 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑥 𝑥 ∈ 𝐴 tai 𝑥 ∈ 𝐵  [...] Huom. Matema-
tiikan ”tai” ei ole poissulkeva; yhdisteen 𝐴 ∪ 𝐵 muodostavat kaikki alkiot, jotka kuuluvat 
ainakin toiseen joukoista A ja B.” (MTL, 2015). 
 
On mahdollista, että jotkut vastaajat eivät ymmärtäneet huomautuksen viittaavan joukon symbo-
liesityksessä olevaan tai-sanaan, ja tulkitsivat huomautuksen tarkoittavan sitä, että yhdisteen 
merkin voisi kääntää sanaksi tai. Matematiikan tai-sanan arkikielestä poikkeavan käyttötavan 
vuoksi matematiikan kielen käyttämistä harjoittelevalle opiskelijalle voi olla epäselvää missä 
tilanteissa tai on poissulkeva ja missä ei. Symboliesityksessä esiintyvä tai on yksiselitteisesti 
matematiikan tai, mutta luonnollisen kielen matemaattisessa rekisterissä (kuten edellä annetussa 
vastausesimerkissä) tilanne on monimutkaisempi. Kirjoittaja saattaa ajatella käyttävänsä mate-
matiikan tai-sanaa, mutta lukija puolestaan voi tulkita tekstin kontekstiksi luonnollisen kielen ja 
lukea tai-sanan sen mukaisesti poissulkevana. Tällöin lukijan tulkinta vastausesimerkistä on se, 
että joko joukko A, josta on poistettu B:n alkiot, tai joukko B, josta on poistettu A:n alkiot, on 
sama joukko kuin yhtäsuuruusmerkin toisella puolella oleva joukko. 
 
  
 
63 
Koodinvaihtotehtäviä ja niissä esiintyviä virheitä pohdittaessa on tarpeellista muistaa, että tä-
mäntyyppisten käännöstehtävien tekeminen on varmasti monelle uutta, eikä korrektien termien ja 
sanamuotojen käyttöön ole välttämättä kovin paljon esimerkkejä saatavilla. Tutkittavan kurssin 
luentomateriaaleissa on joidenkin merkintöjen kohdalla lukuohjeita, esimerkiksi ”merkintä 𝐴 ∖ 𝐵 
luetaan “𝐴 pois 𝐵”” (MTL, 2015), mutta niissäkin käytetään enimmäkseen tiivistä symboli-
ilmaisua. Pääasiallinen matematiikan luonnollisen kielen oppimistilanne opiskelijoille lienevät 
siis luennot ja ohjaustilanteet, mutta kaikki opiskelijat eivät osallistu luennoille tai ohjaukseen. 
Jotkut opettajat myös käyttävät suullisesti melko värikästä ilmaisua, joka voi olla opetustilan-
teessa käyttökelpoista ja havainnollistavaa, mutta joka ei välttämättä toimi hyvänä mallina sanal-
liseen esittämiseen, ja joka voi joskus luoda myös virhekäsityksiä. Omaan epäformaaliin kielen-
käyttööni on takertunut esimerkiksi useitakin murtolausekkeisiin ja niiden supistamiseen liittyviä 
ilmaisuja: lausekkeessa !!!! !!!!   alakerran ja yläkerran x:t tappavat toisensa. Kuitenkin jos mi-
nua pyydettäisiin esittämään sama asia kirjallisesti, ilmaisisin sen hyvin eri tavalla: ”Sekä lau-
sekkeen osoittajasta että nimittäjästä voidaan supistaa pois x.” 
 
Voidaan tietenkin kysyä, onko hyödyllistä käyttää aikaa sanallisen ilmaisun pohtimiseen, kun 
vakiintuneessa käytössä on myös symbolikielen kaltainen tehokas ja täsmällinen työkalu. Uskon 
kuitenkin tämän ja aiempien tutkimusten valossa, että opiskelijoille tekee hyvää toisinaan kurkis-
taa symbolien taakse ja ihmetellä niiden merkityksiä hieman tarkemmin. Symbolikieli on nimen-
omaan matemaatikon työkalu, ei matemaattisen osaamisen ainoa mittari. Jamison (2000) kirjoit-
taa osuvasti, että matematiikassa vaadittava systemaattisen ajattelun taito ei tarkoita kaiken il-
maisun pelkistämistä symboleiksi silloinkaan kun se on mahdollista, vaan systemaattinen ajattelu 
peräti vaatii täsmällisen sanallisen ilmaisun hallintaa. Lisäksi, kuten Joutsenlahtikin (2003) muis-
tuttaa, matematiikan osaajan tulee pystyä viestimään monipuolisesti myös luonnollista kieltä 
hyödyntäen. 
 
Edellä mainitut ongelmakohdat ovat lähinnä yksittäisiin sanoihin ja merkintöihin liittyviä asioita, 
mutta tutkimuksessa havaittiin myös laajempiin kokonaisuuksiin liittyviä puutteita opiskelijoiden 
vastauksissa. Kiinnitin huomiota siihen, että tehtävässä 2 pyydetyn johtopäätöksen esitti 92 % 
vastaajista, mutta tehtävässä 3 vain 52 % vastauksista sisälsi johtopäätöksen. Kolmas tehtävä oli 
luultavasti opiskelijoille toista vaikeampi, ja ensiksi mieleen tulee, että pitkän tehtävän tehnyt 
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opiskelija ei huomaa noudattaa kaikkia tehtävänannon antamia ohjeita. Seuraava ajatus on, että 
todistusten rakenne ei ole välttämättä vielä täysin hallussa. Tehtävän ratkaisija ei ehkä hahmota 
matemaattista todistusta kokonaisuutena, johon välttämättä kuuluu myös johtopäätös, ja se jää 
pois jos ei huomaa tehtävänannon sitä pyytävän. 
 
Toinen tehtäväkokonaisuuksiin liittyvä huomio kumpuaa tehtävästä 4, jossa yksittäinen kään-
nösvirhe, eli tekstissä esiintyvän sanan kuvaaminen väärällä symbolilla, muuttaa koko todistuk-
sen epäpäteväksi (vrt. kuva 16). Tällaisessa tapauksessa tehtävän ratkaisija ei ole ilmeisesti tar-
kastellut oman ratkaisunsa mielekkyyttä. 
 
Kielentämistehtävien tekeminen ja niissä menestyminen näyttivät korreloivan vahvasti sekä en-
simmäisen välikokeen että välikokeista saadun yhteispistemäärän kanssa. Tästä ei kuitenkaan 
voida päätellä syy-seuraussuhdetta, ja kurssiarvosanaan ja kurssilla menestymiseen liittyy toden-
näköisesti kuitenkin monia muitakin tekijöitä. Tarvitaankin lisää tutkimusta osoittamaan nimen-
omaan kielentämisharjoittelun rooli yksittäisen kurssin tuloksissa ja laajemmin matematiikan 
osaamisessa.  
 
Tässä tutkimuksessa ei vertailtu matematiikan pää- ja sivuaineopiskelijoiden tuloksia keskenään, 
mutta koska kurssin osanottajista suuri osa oli sivuaineopiskelijoita, olisi mielenkiintoista myös 
verrata nyt tutkitulta kurssilta saatuja tuloksia syksyn pääaineopiskelijolle suunnattuun kurssiin. 
Suurin osa matematiikan sivuaineopiskelijoista opiskelee pääaineenaan jotain muuta luonnontie-
dettä, mutta kielentämisnäkökulmasta katsetta voisi kohdistaa myös aivan toisentyyppisiltä aloil-
ta tuleviin sivuaineopiskelijoihin, jotka ovat kenties jo muissa opinnoissaan tottuneet käyttämään 
luonnollista kieltä enemmän kuin luonnontieteilijät, joiden opiskelu muodostuu valtaosin lasku-
harjoituksista. Käyttäisivätkö esseiden kirjoittamiseen tottuneet opiskelijat luonnollista kieltä 
sujuvasti myös matemaattisessa kontekstissa, vai olisiko laskuharjoituksiin rutinoituneiden luon-
nontieteilijöiden silti helpompi ottaa myös luonnollinen kieli käyttöön? 
 
Ohjaukseen osallistumista tässä tutkimuksessa kartoitettiin vain hyvin pintapuolisesti, tavoitteena 
oli lähinnä selvittää hakivatko opiskelijat ohjaajilta apua kielentämistehtäviä tehdessään. Tästä 
kumpusi kuitenkin ajatus siitä, että opiskelijoilta olisi ollut kiinnostavaa kysyä myös sitä, jutteli-
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vatko he tehtävistä opiskelutovereidensa kanssa. Tehtävien pähkäileminen yhdessä opiskeluka-
vereiden kanssa istuu erinomaisesti kisällioppimisen filosofiaan, ja näin myös itse olisin saanut 
tarkemman kuvan siitä, ovatko opiskelijat pohtineet tehtäviä yksin vai saaneet niihin apua jolta-
kulta toiselta. 
 
Jatkossa olisi mielenkiintoista tutkia eritasoisten matematiikan osaajien kielentämistä. Toistai-
seksi tutkimus on keskittynyt lähinnä peruskouluun ja lukioon sekä alkuvaiheen yliopisto-
opiskelijoihin. Pidemmälle edenneillä yliopisto-opiskelijoilla matemaattisen rekisterin hallinta 
on oletettavasti kehittyneempää kuin aloittelevilla opiskelijoilla, ja tuleva tutkimus voisi selvit-
tää, ovatko he myös taitavampia kielentämään ja pukemaan ajatteluaan sanoiksi. Opettajan am-
matissa sujuva tulkkaaminen matematiikan kielen ja luonnollisen kielen välillä on tietenkin en-
siarvoisen tärkeää, joten matematiikan opettajien ja opettajaopiskelijoiden sekä myös luokan-
opettajien tutkiminen ja kouluttaminen olisi uskoakseni hyödyllistä ja antoisaa. Millä tahansa 
koulutusasteella opettajan on tärkeää ymmärtää matematiikan kieltä ja hallita sen työkalut, ja 
kirjoittaminen ja kielentäminen ovat hyviä välineitä näiden taitojen kehittämiseen (McCormick, 
2010). 
 
Lukion ja yliopiston välisen matematiikkakuilun kaventaminen entisestään sekä yliopiston että 
lukion puolelta olisi uskoakseni hyödyksi monelle matematiikan opintoja aloittavalle. Kielentä-
minen on mielestäni eräs oivallinen sillanrakennustyökalu kuilun molempiin päihin. Lukion pit-
kässä matematiikassa keskitytään tällä hetkellä pitkälti vahvan laskurutiinin luomiseen, ja esi-
merkiksi todistamista käydään läpi oikeastaan vain yhdellä valinnaiskurssilla. Moni lukiolainen-
han toteaa heti sanaparin “osoita, että” nähdessään, että tuota tehtävää en ainakaan edes yritä. 
Kielentämisen avulla loogista päättelyä ja todistusajattelua olisi mahdollista harjaannuttaa myös 
ilman symbolikielen käyttöä, joka itsessään voi olla ajattelua häiritsevä tekijä. Yliopisto-
opintojen alkuvaiheessa kielentäminen voi puolestaan auttaa ottamaan haltuun sekä ajattelun 
taitoja että perinteistä tiivistä symboli-ilmaisua.  
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Liitteet 
 
1. Kysely kielentämisestä 
 
Teen opelinjan gradua kirjallisesta kielentämisestä yliopistomatematiikassa, ja tämä kysely on 
osa aineistoani. Muun aineiston muodostavat kurssin opiskelijoiden ratkaisut kurssin laskuhar-
joituksissa olleisiin kielentämistehtäviin. 
 
Kyselylomakkeen voi täyttää kokeen aikana, mutta koska koeaika on lyhyt, kyselyyn voi jäädä 
vastaamaan myös kokeen päätyttyä. 
 
Tulokset käsitellään nimettöminä. Kyselyyn vastaaminen on vapaaehtoista. 
 
terveisin, 
Silja Ojanen 
 
kurssitunnus: _________________ pääaine: _____________________ 
 
Vastaa seuraaviin väittämiin laittamalla rasti sopivaan ruutuun. 
 
1 = täysin eri mieltä 
2 = jokseenkin eri mieltä 
3 = jokseenkin samaa mieltä 
4 = täysin samaa mieltä 
 
Väittämä 1 2 3 4 
Osaan ratkaista vaikeitakin matematiikan tehtäviä.     
Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin muille.     
Selitän mielelläni muille matematiikan tehtävän ratkaisuani.     
Sanallisten perustelujen kirjoittaminen on mielestäni helppoa.     
Kirjoittaminen sanallisesti auttaa minua ymmärtämään tehtä-
vää paremmin. 
    
Taitava matemaatikko kirjoittaa ratkaisunsa puhtaasti mate-
matiikan symbolikielellä. 
    
Matematiikassa vaikeinta on kirjoittaa ajatukset matematiikan 
symbolikielellä. 
    
  
 
73 
Kun ratkaisen matematiikan tehtävää, teen ajatustyön pääs-
säni ja kirjoitan paperille vain välttämättömän. 
    
Kirjoitan ratkaisuni mielelläni käyttämällä matematiikan kaa-
voja ja muuta symbolikieltä. 
    
Sellaista ratkaisua, jonka välivaiheita on selitetty sanallisesti, 
on helpompi ymmärtää kuin sellaista, jossa on vain matema-
tiikan symbolikieltä. 
    
Olen valmis käyttämään paljonkin aikaa matematiikan tehtä-
vän ratkaisuun. 
    
 
 
Mitä ajattelet sanallisesta selittämisestä matematiikan tehtävien ratkaisuissa? Onko se mieles-
täsi tärkeää? Kerro omasta tavastasi kirjoittaa ratkaisuja. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kurssin harjoitustehtäviin sisältyi kielentämistehtäviä, jotka palautettiin erillisellä paperilla, ja 
joissa mm. pyydettiin selittämään joukko-opin merkinnöin kirjoitetun väitteen sisältö suomen 
kielellä sekä täydentämään ratkaisuun välivaiheita. Olivatko nämä tehtävät mielestäsi hyödylli-
siä? Millä tavoin? 
